
分枝类型论与可构成集

杨睿之

北京大学哲学系

[摘要] 罗素悖论的发现使弗雷格为数学寻找逻辑基础的努力受到重创。分

枝类型论是罗素自己提供的一种解决方案。可构成集则是集合论中所定义的概

念。它由哥德尔提出并用于证明连续统假设相对 ZF的一致性。本文将探寻两者

的内在联系，并由此讨论罗素与哥德尔的不同哲学立场对于他们数学实践的影

响。

1 研究的出发点

1.1 哲学立场

我既不是典型的实在论者也不是反实在论者，我也不是逻辑主义、直觉主

义、形式主义或者结构主义的忠实簇拥。如果必须用“某某主义”来概括我的哲

学立场，实用主义 (pragmatism)会是一个比较接近的表达。也就是说，面对具体

的问题时，依据经验，如果某种哲学理论的效果比较好，我就会倾向于接受这种

哲学理论。但是在数学哲学中，“实用主义”并不是一个正式称呼。

对数学哲学的思考中，关于哲学理论与数学实践之间相互关系有两种态度。

夏皮罗 (Shapiro, 2000)将其归结为：“哲学优先”原则 (philosophy-first principle)；

与“哲学最后”原则 (philosophy-last-if-at-all principle)。

前者认为哲学决定正确的数学实践。例如，柏拉图基于其哲学立场，认为数

学对象是永恒不变的理念世界中的对象，并由此认为几何学家的工作是错误的。

因为几何学家会说“画一根直线”、“平移/旋转图形”等动态语言。又如，毕达哥

拉斯学派认为世间万物是成比例的，所以拒绝承认“不成比例”的数，如
√

2，的

存在。反实在论者则根据其哲学立场，禁止在数学中使用非直谓性定义。直觉主

义者禁止使用排中律。这种态度在哲学家中是主流。

而数学家往往不愿意让哲学理论来限制其数学实践，他们往往持第二种态

度。他们认为数学实践有自己的生命，不需要哲学来赋予其意义。他们认为哲学

从来不曾给数学研究带来什么积极影响，只有消极的限制。在他们看来，应该是
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哲学服从于数学而不是相反。即哲学必须调整自己以便与新的数学发现相一致。

我更同情后者，但并不认为哲学必须根据数学来调整自己，或者说哲学的作

用只是对已有的数学结果提供解释。我认为，哲学思想为数学实践提供启发与灵

感，它是数学直观的源泉之一。缺乏直观的数学实践与使用机器枚举定理无异。

事实上，数学家的数学实践总是有一个在先的直观引领的，如物理直观和哲学直

观。我认为，不同的哲学理论可以对数学实践产生不同的影响，可能帮助也可能

阻碍一些数学发现（本文中要分析的案例正是这一论点的事实例证）。我的态度

可以类似地概括为“实践优先”原则。

1.2 研究方式

实用主义的价值判断标准是看一个东西的实际效果如何。实用主义的认识

论基础一般是经验主义的。即建立理论或原则和其可能产生的效果之间的联系，

靠的是经验归纳的方法。所以，我设想的研究方式就是：搜集大量案例，比较不

同哲学立场对于不同数学问题的研究实践的影响；并从这些案例中归纳出一些

规律。这是典型的经验科学的研究方式。

哲学理论与数学实践之间有两种层面的联系。一种是理论上的，一个数学哲

学理论总会规定一套数学实践的原则，所以正确的做数学的方法可以看作一个真

的哲学理论的直接后承。另一种是事实上的影响，即哲学对数学工作的引导、启

发或阻碍作用。例如，直觉主义要求在数学证明中不使用排中律，所以直觉主义

数学会与经典数学有不同的做法。这是理论上的影响。而围绕直觉主义哲学的讨

论，建立了严格的直觉主义逻辑，使人们对于排中律的作用有了更深刻的理解。

这是事实上的影响。我们将着眼于后者。即，我们不主要研究直觉主义数学与经

典数学的区别，我们把经典数学、直觉主义数学以及对两者的比较都看作数学实

践。在此基础上探讨哲学对数学的影响。

下面要分析的就是这样一个案例。它作为一个个案只能证明哲学与数学之

间存在那样一种事实上的联系。但还不能从总归纳出这种联系的规律，那还需要

更多的案例，是我未来研究的目标。

2 分枝类型论―――一般理解

2.1 作为数学基础的类型论

罗素在1901年发现了著名的罗素悖论，并于1902年在与弗雷格的通信(Russell,

1902)中提出了他的发现。

弗雷格在其从逻辑推出数学的工作中是在十分宽松的意义上使用“概

念”、“性质”、“类”等术语的，把“类”作为可操作的对象。例如，他将某个概念
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A的数定义为“与A等数”这一概念的外延(Frege, 1960)85；其中概念A与概念

B等数定义为：存在A下对象与 B下对象的一一关系。0定义为“与自身不等”

这个概念的数(Frege, 1960)87；定义 1为概念“等于 0”的数(Frege, 1960)90。用集

合论的语言来表示就是 1 =
{︀
𝑋

⃒⃒
存在双射 𝑓 : 𝑋 ↦→ {0}

}︀
(参见定义A.4、A.11)。

如果我们承认 1是一个合法的对象，那么我们不难在公理集合论中重演罗素悖

论。首先，可以证明 V =
⋃︀

1 = {𝑥|∃𝑌 ∈ 1(𝑥 ∈ 𝑌 )} ( V是所有合法对象的类，

参见注A.6)。对任意 𝑥 ∈ V，我们只需要取 𝑌 = {𝑥}即可。根据并集公理，V就

是一个合法的对象；又由分离公理R = {𝑋 ∈ V|𝑋 /∈ 𝑋}也是合法的对象。罗素
悖论就可以表达如下：如果 R ∈ R，则由其定义，R /∈ R；同样，若 R /∈ R则

R ∈ R。因此，弗雷格基于对“概念”、“集合”、“类”等术语的不加限制的运用而

得到的数学基础是不可靠的。

为解决悖论，罗素首先提出了类型论，也就是后来所说的简单类型论。一般

(很可能包括罗素自己)认为简单类型论已经解决了与数学有关的“纯集合论”悖

论，但无法解决诸如“最小不可定义序数”悖论等“语义悖论”。

为了解决简单类型论遗留下来的问题，罗素进一步提出了三种可能的方向，

即曲折理论 (the zigzag theory)、限制对象规模的理论 (the theory of limitation of

size)以及无类理论 (the no-classes theory)(van Heijenoort, 1967)150。现在比较公

认的处理悖论最好的数学基础理论―――公理化集合论可以被看作限制对象规模

理论的延伸 (见(Gödel, 1944)124)，它禁止把诸如V、ON等“过大”的类作为对

象 (集合)来处理。而分枝类型论则是无类理论方向的具体实现。在分枝类型论

中，罗素不预设任何“类”或“概念”的存在，而只是把它们处理成 façon de parler

(说话方式)。因此，在下一节中我们将性质 (property)与命题函项 (propositional

function)视为同义。

2.2 简单类型论与悖论

在简单类型论中，罗素将宇宙 (universe)分成不同的逻辑类型。所谓类型，

就是指某个命题函项或性质的意义域 (range of significance)。个体 (individuals)

的总体构成第一类型，个体的属性构成第二类型，个体属性的属性 (即第二类型

中对象的属性)构成第三类型，依此类推。类型论禁止将某一类型的属性运用于

更高类型的对象，这种运用被认为是无意义的。由此可以解决纯集合的悖论。

例如，假设R = {𝑋|𝑋 /∈ 𝑋}是第 𝑛类型的属性，则R本身是第 𝑛+ 1类型

的对象。问R是否有性质R，即是否R ∈ R，就是无意义的。

但罗素认为简单类型论无法解决语义悖论 (semantic paradox)，例如“第一

个不可定义的序数”悖论。这里所谓“定义”一个对象，即找到一个命题函项（性

质），存在唯一对象满足该性质。假设存在不可定义的序数，那么“第一个不可定
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义的序数”，即“第一个 𝛼，对任意序数的性质 𝑃，𝛼不是唯一满足 𝑃 的序数”就

定义了一个“不可定义”的序数。所以，所有序数都可以定义。这与我们关于序

数的常识相矛盾，即，语言的公式有特定基数（可数），而序数类无法计数。

罗素认为，产生该悖论的原因是，我们谈论了对象的“所有性质”。而简单

类型论并不排斥这种做法。为此，他需要继续对每个类型上的诸性质分层。这就

是，分枝类型论。(关于这方面的更多的讨论可以参见(Ramsey, 1931)1-61、(科庇,

1988)452-454、以及奎因对(Russell, 1908)的评论 (见(van Heijenoort, 1967)150-152)。)

2.3 分枝类型论

为了排除语义悖论。分枝类型论进一步对每个类型中对象的性质分层。一个

一阶性质是关于某个类型的对象的性质；该类型的一个二阶性质仍然是关于这个

类型的对象的性质，只是它牵涉到那些一阶性质。对任意 (有穷)高阶的性质，我

们总可以构造更高阶的性质。但对任意类型，我们没有一个涉及其所有性质的性

质。所以“不可定义”不是一个合法的公式。我们只能说“第一个再 𝑛阶之前无

法定义的序数”，而这是一个 𝑛+ 1性质，该性质唯一确定，即定义了一个序数。

分枝类型论作为无类理论的实现，它所谈论的只是个体和命题函项(propositional

function)，罗素也把命题函项称作性质(property)。和简单类型论中一样，类型是

命题函项的意义域，也就是命题函项中变元的取值范围。分枝类型论的初始类型

也是个体域。而再往上的构造则需要引入阶的概念。

定义 2.1 (阶，非正式) 给定类型 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛，那些最高以 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛 为自由变元

取值范围，而最高以 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛+𝑚 为约束变元 (或常元)取值范围的命题函项称作

m + 1阶命题函项/性质，或跨m阶函项/性质。

当𝑚 = 0时，我们也称该命题函项/性质为直谓 (predicative)函项/性质。

注意，为方便起见，在本文中将只讨论一元的性质。再此基础上定义类型：

定义 2.2类型，非正式 (i)定义 𝑇𝑦𝑝𝑒0为个体域。

(ii)对任意自然数 𝑛，定义 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛+1为 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑖中对象的 𝑗 阶性质，其中 𝑖, 𝑗 是

自然数，且 𝑖+ 𝑗 = 𝑛。

分枝类型谱系的构造可以用下图表示：

对一个命题 (命题函项的值)，如果其中约束变元 (或常元) 取值范围

的最高类型为 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛，那么我们称该命题是 𝑛 + 1 级的命题。这样，所有

𝑇𝑦𝑝𝑒𝑛+1 类型中的命题函项的值都是 𝑛 + 1 级命题。考虑一个只有自由变元

𝑥,𝑋1, 𝑋2 的函项 𝜙(𝑥,𝑋1, 𝑋2)：∀𝑋1∀𝑋2𝜙(𝑥,𝑋1, 𝑋2)是 𝑇𝑦𝑝𝑒0 中对象的 3阶函
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项； ∀𝑥∀𝑋2𝜙(𝑥,𝑋1, 𝑋2) 是 𝑇𝑦𝑝𝑒1 中对象的 2 阶函项； ∀𝑥∀𝑋1𝜙(𝑥,𝑋1, 𝑋2) 是

𝑇𝑦𝑝𝑒2中对象的直谓函项。它们的值都是 3级的命题，且都是 𝑇𝑦𝑝𝑒3中对象。

2.4 可化归公理

在数学中，我们说“ 𝑛 是自然数” ( N(𝑛) ) 是指 ∀𝜙
(︀
𝜙(0) ∧ ∀𝑥(𝜙(𝑥) →

𝜙(𝑆𝑥))→ 𝜙(𝑛)
)︀
。然而，这个命题函项在分枝类型论中是不被允许的。因为表面

变项 𝜙的变域并没有被限制在一个确定的类型下。我们可以改造上述函项，把表

面变元 𝜙的变域限制为 1阶函项 (即第二类型中)得到：

∀𝜙1
(︀
𝜙1(0) ∧ ∀𝑥(𝜙1(𝑥)→ 𝜙1(𝑆𝑥))→ 𝜙1(𝑛)

)︀
。 (2.4.1)

其中，上标表示函项的阶。不难看出这是一个 2阶函项。但如果我们将 N(𝑛)定义

为函项 (2.4.1)，那么我们的归纳原理模式就只能运用于所有一阶函项了：

𝜙10 ∧ ∀𝑥(𝜙1(𝑥)→ 𝜙1(𝑆𝑥))→ ∀𝑛(N(𝑛)→ 𝜙1(𝑛)) (2.4.2)

这样，归纳原理就无法运用于自然数的更高阶的函项，例如 N(𝑛)。

∀𝑛,𝑚(N(𝑛) ∧ N(𝑚)→ N(𝑛+𝑚)) (2.4.3)

等数学定理也就无法利用归纳原理得到证明了。

为了解决这一问题，罗素引入了可化归公理 (axiom of reducibility)。可

化归公理模式可简单地表述为，任意命题函项都有一个等价的直谓函项。

所谓等价就是指满足这两个命题函项的对象相同。根据可化归公理模式，

存在一个与 N 等价的 (一阶) 直谓函项 N1。根据(2.4.2)，我们可以归纳证明

∀𝑛,𝑚(N1(𝑛) ∧ N1(𝑚)→ N1(𝑛+𝑚))。又由 N1与 N等价，可得(2.4.3)。

奎因认为可化归公理的提出意味着分枝类型论又从无类理论的立场退回到

简单类型论(van Heijenoort, 1967)151。罗素自己也意识到，可化归公理的引入隐

含着对“类”的承认。因为说两个函项是等价的就是说，使这两个函项为真的赋

值对象相同，也即属于同一个类 (参见定义??)。罗素也承认，数学中的函项都是

外延的 (即任意两个等价的函项，作为对象可以看作是相等的)。如果因此我们只

关注类，在可化归公理下，一阶函项就已经定义了所有的关于个体类。依此类推，

整个分枝谱系就退化成简单类型谱系了。

但罗素坚持认为，这里用到“类”只是出于“语言上方便”的考虑，并不需

要预设类的存在。不同却等价的命题函项毕竟是不同的命题函项；𝜙等价于 𝜓

但“埃庇米尼得斯断言 𝜙”未必等价与“埃庇米尼得斯断言 𝜓”。这个区分是分枝
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类型论得以避免语义悖论的基础。1我们马上将看到，某种程度上，它也是 L分

层结构构造背后关键的直观。

3 可构成集

根据索洛维(Solovay, 1995)报告哥德尔大约在 1937年到 1938年期间发现了

连续统假设的一致性证明即定理 B.26。我们将在 ZFC中复述证明其中对可构成

集类 L的构造。

3.1 集合论中的一致性证明

我们关于一阶逻辑和集合论的证明都可以看作 ZF中的证明（或一组证明）。

而由于哥德尔第二不完全性定理，如果我们假设 ZF是真的（一个哲学信念），那

么我们就不能希望在 ZF或它的任何扩张理论 ST中对 ZF或 ST有一个一致性

证明。因此我们只能选择不相信 ZF真，放弃一切另寻他途；或者相信 ZF真，从

而只能希望一种相对一致性证明。即证明，“如果 ZF一致，那么 ZF加某些公理

仍保持一致”。我们将更严格地解释这句命题。

哥德尔完全性定理（可靠性）方向提示我们，证明一致性的方法是通过构造

模型。

我们在对公式 𝜙递归定义它在类（也即公式）𝑀 下的相对化：

定义 3.1

(𝑥 = 𝑦)M 即 𝑥 = 𝑦;

(𝑥 ∈ 𝑦)M 即 𝑥 ∈ 𝑦;

(¬𝜙)M 即 ¬(𝜙)M;

(𝜙 ∧ 𝜓)M 即 𝜙M ∧ 𝜓M;

(∃𝑥𝜙)M 即 ∃𝑥(𝑥 ∈M ∧ 𝜙M).

哥德尔完全性定理（可靠性方向）在这里可以表述为如下形式：

定理 3.2 对集合论语言句子集 𝑆, 𝑇、类M，如果 𝑆 ⊢ 𝜙，那么 𝑇 ⊢ 𝑆M蕴含

𝑇 ⊢ 𝜙M
。即

ZF ⊢ Prbp𝑆q
p𝜙q → Prbp𝑇 q

p𝑆Mq → Prbp𝑇 q
p𝜙Mq

。

2

1“最小不可定义序数”悖论会不会再次出现？“最小一阶不可定义序数”是一个二阶函项，它

有一个一阶的等价函项，该一阶函项定义了该序数。
2 我们关于一阶逻辑与一阶理论的元定理都可以看作是集合论的内定理或定理集。这是因为

我们可以把一阶逻辑的语法和语义中的对象看作特定的集合。典型的例子就是哥德尔不完全性

定理证明中将一阶语言中的符号、表达式、公式集、证明序列等定义为自然数 (哥德尔数)和自然
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证明 假设 𝑆 ⊢ 𝜙且 𝑇 ⊢ 𝑆M，我们对 𝑆 ⊢ 𝜙的证明序列归纳证明 𝑇 ⊢ 𝜙M。

如果 𝜙是一阶公理，例如

𝜙 = ∀𝑥(𝛼→ 𝛽)→ (∀𝑥𝛼→ ∀𝑥𝛽)。 (3.1.1)

那么

𝜙M = ∀𝑥
(︀
M(𝑥)→ (𝛼→ 𝛽)

)︀
→

(︀
∀𝑥(M(𝑥)→ 𝛼)→ ∀𝑥(M(𝑥)→ 𝛽)

)︀
。

由于

∀𝑥
[︁(︀

M(𝑥)→ (𝛼→ 𝛽)
)︀
→

(︁(︀
M(𝑥)→ 𝛼

)︀
→

(︀
M(𝑥)→ 𝛽

)︀)︁]︁
是公理。由 (3.1.1)分离，可得

⊢ ∀𝑥
(︀
M(𝑥)→ (𝛼→ 𝛽)

)︀
→ ∀𝑥

(︁(︀
M(𝑥)→ 𝛼

)︀
→

(︀
M(𝑥)→ 𝛽

)︀)︁
。

注意

∀𝑥
(︁(︀

M(𝑥)→ 𝛼
)︀
→

(︀
M(𝑥)→ 𝛽

)︀)︁
→

(︀
∀𝑥(M(𝑥)→ 𝛼)→ ∀𝑥(M(𝑥)→ 𝛽)

)︀
有形式 (3.1.1)。再利用重言式、分离规则可得 ⊢ 𝜙M。

对其余一阶公理也类似可证。

如果 𝜙 ∈ 𝑆，则由 𝑇 ⊢ 𝑆M得证。

如果 𝑆 ⊢ 𝜓 且 𝑆 ⊢ 𝜓 → 𝜙。则由归纳假设，𝑇 ⊢ 𝜓M 且 𝑇 ⊢ (𝜓 → 𝜙)M。而

(𝜓 → 𝜙)M = 𝜓M → 𝜙M。由分离即可得 𝑇 ⊢ 𝜙M。

可靠性定理的另一个形式在这里表示为：

引理 3.3 对集合论语言句子集 𝑆, 𝑇、类M，如果由 𝑇 可证明 𝑆M，则 𝑇 一

致蕴含 𝑆 一致。即

ZF ⊢ Prbp𝑇 q
p𝑆Mq → Cons(p𝑇 q)→ Cons(p𝑆q)。 (3.1.2)

证明 假设 𝑆 不一致，即 𝑆 ⊢ 𝜙 ∧ ¬𝜙。又， 𝑇 ⊢ 𝑆M，由定理 3.2， 𝑇 ⊢
(𝜙 ∧ ¬𝜙)M。故 𝑇 不一致。

数集等。在集合论中，我们有更大的选择余地。我们可以把集合论一阶语言的初始符号定义为任

意一类集合，只要求它们彼此不是子序列关系。我们不妨就把初始符号定义为自然数，例如令

p∀q = 0, p ∈ q = 2, . . . (本文中，我们用 pq 表示语言对象对应的集合)。我们定义表达式为符号序

列，一阶公式和句子是满足特定集合论条件的表达式，而证明是满足特定条件的公式序列。更详

细的说明在比较严格的一阶逻辑教材中都可以找到。一个值得说明的事实是，𝑍𝐹 是具有反身性

(reflection property)的一阶理论。即，如果 ZF ⊢ 𝜙，则 ZF ⊢ PrbpZFq
p𝜙q。
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注意，我们在一阶逻辑中熟悉的可靠性定理，可以表示为1

ZF ⊢ ∀𝑚∀ p𝑆q
(︀

Sat(𝑚, p𝑆q)→ Cons(p𝑆q)
)︀
。 (3.1.3)

我们可以在 ZF中证明 ZFL，即 ZF ⊢ ZFL，也即 ZF ⊢ PrbpZFq
pZFLq。但我们没

有类似 ZF ⊢ Sat(𝑚, pZFq)的结果。因此，我们并没有证明 ZF ⊢ Cons(pZFq)。我

还是不清楚 (3.1.2)与 (3.1.3)之间的关系。根据 (Jech, 2002)162 (12.16)，对集合论

公式 𝜙,𝑀,𝐸 (其中𝑀 定义了集合 p𝑀q，𝐸 定义了𝑀 上二元关系)我们可归纳

证明：2

ZF ⊢ 𝜙𝑀,𝐸(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)↔ Sat
(︀
(p𝑀q, p𝐸q, [𝑎1, . . . , 𝑎𝑛]), p𝜙q

)︀
。 (3.1.4)

但如果 𝑆 是无穷句子集 (如 ZF )，我们不能有

ZF ⊢ 𝑆𝑀,𝐸(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)↔ Sat
(︀
(p𝑀q, p𝐸q, [𝑎1, . . . , 𝑎𝑛]), p𝑆q

)︀
。 (3.1.5)

因为 𝑆𝑀,𝐸 是一个无穷句子集，不是集合论语言中的句子。这似乎表明了 ZF不

可有穷公理化。

接下来我们就可以在 ZF中证明： (ZFC + GCH)L，其中 L即可构成集类。

我们将定义可构成集类 L，而其后的相对一致性证明将在附录中列出。

3.2 定义可构成集类 L

首先，我们希望在集合论中定义“可定义性”的集合类。

在模型论中，我们说公式 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)定义了集合论结构 (𝑀,𝐸)中的 𝑛元

关系 𝑅，当且仅当 𝑅 =
{︀

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑀𝑛
⃒⃒
�(𝑀,𝐸) 𝜙[[𝑎1, . . . , 𝑎𝑛]]

}︀
。某个𝑀 上 𝑛

元关系可定义，当且仅当存在满足前述条件的公式 𝜙定义它。

在集合论中，我们说公式 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)定义了集合 𝑅，即 ∃𝑦
(︀
𝑦 = 𝑅 ∧ 𝑦 ={︀

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
⃒⃒
𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

}︀)︀
是集合论定理。对类R，我们说公式 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

定义了 𝑛元关系 R (即公式 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))即
{︀

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
⃒⃒
𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

}︀
= R

也即 ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)↔ 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)是集合论定理。我们说一个集合 𝑅

可定义，即存在公式 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)定义它。

假设在集合论 (如 ZF)中我们定义“可定义的”集合类为 D。我们知道，由

于语言可数，D是一个可数集合。而序数类 ON是真类。因此总有不可定义的

序数。再由序数是良序的，那就有公式 Φ定义了第一个不可定义的序数 𝛼 /∈ D。

即 ∃𝑦
(︁
𝑦 = 𝛼 ∧ ∀𝑥

(︀
𝑥 ∈ 𝑦 ↔ Φ(𝑥)

)︀)︁
是 ZF的定理。又由 ZF的返身性，𝛼 ∈ D是

ZF定理。于是 ZF矛盾。

1为方便起见，我们令变元𝑚隐含地表示该变元取值范围是“集合论语言的结构”。
2[𝑎1, . . . , 𝑎𝑛]表示任意一个把 𝑣𝑖 映射到 𝑎𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)的 (𝑀, 𝐸)赋值函数。
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因此，如果我们相信 ZF是一致的，我们不能指望在其中定义“可定义”。我

们只能希望定义相对的可定义。

首先，我们递归定义集合上 3元运算 En：

定义 3.4

En(𝑓, 𝐴, 𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{︀
𝑠 ∈ 𝐴𝑛

⃒⃒
𝑠(𝑖) = 𝑠(𝑗)

}︀
if 𝑓 = p𝑣𝑖 = 𝑣𝑗

q,{︀
𝑠 ∈ 𝐴𝑛

⃒⃒
𝑠(𝑖) ∈ 𝑠(𝑗)

}︀
if 𝑓 = p𝑣𝑖 ∈ 𝑣𝑗

q,

𝐴𝑛 ∖ En(p𝛽q, 𝐴, 𝑛) if 𝑓 = p(¬𝛽)q,

En(p𝛽q, 𝐴, 𝑛) ∩ En(p𝛾q, 𝐴, 𝑛) if 𝑓 = p𝛽 ∧ 𝛾q,{︀
𝑠 ∈ 𝐴𝑛

⃒⃒
∃𝑡 ∈ En(p𝛽q, 𝐴, 𝑛+ 1)

(︀
𝑡 � 𝑛 = 𝑠

)︀}︀
if 𝑓 = p∃𝑣𝑛+1𝛽

q,

∅ Otherwise.

直观上，En(p𝜙q, 𝐴, 𝑛)表示公式 𝜙在集合论模型 (𝐴,∈)上定义的 𝑛元关系

定义。

定义 3.5 Df(𝐴, 𝑛) =
{︀

En(𝑓, 𝐴, 𝑛)
⃒⃒
𝑓 ∈ 𝐹𝑜𝑟𝑚

}︀
。

其中 𝐹𝑜𝑟𝑚表示公式 (作为集合)的集合，它是一个可数集合。因此我们也可

以用自然数列举所有 𝑓 ∈ 𝐹𝑜𝑟𝑚。
下述定理 (组)说明，Df(𝐴, 𝑛)确实包含了所有在 𝐴可由集合论公式到 𝐴的

相对化定义的 𝑛元关系。

引理 3.6 对任意至多含自由变元 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛的公式 𝜙，有以下定理：

∀𝐴
[︀
{𝑠 ∈ 𝐴𝑛|𝜙𝐴(𝑠(1), . . . , 𝑠(𝑛))} ∈ Df(𝐴, 𝑛)

]︀
。

证明 对公式 𝜙长度归纳：

定义 3.7

𝒟(𝐴) =
{︀
𝑋 ⊆ 𝐴

⃒⃒
∃𝑛 ∈ 𝜔∃𝑠 ∈ 𝐴𝑛∃𝑅 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)[𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅}]

}︀
。

直观上，𝒟(𝐴)指的是通过利用 𝐴中元素 (作为常元)的集合论公式在 𝐴中

的相对化定义的 𝐴的子集。利用引理 3.6，我们可以证明下述定理。

引理 3.8 对任意至多含自由变元 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑥的公式 𝜙，有以下定理：

∀𝐴∀𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ 𝐴
[︀
{𝑥 ∈ 𝐴|𝜙𝐴(𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑥)} ∈ 𝒟(𝐴)

]︀
。

最后，可构成集类的定义如下。
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定义 3.9 对 𝛼 ∈ ON递归定义 𝐿(𝛼)：

(a) 𝐿(0) = ∅。
(b) 𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼))。

(c)对极限序数，𝐿(𝛼) =
⋃︀

𝛿<𝛼 𝐿(𝛿)。

定义 L =
⋃︀
{𝐿(𝛼)|𝛼 ∈ ON}。

可以看出所谓“可构成”只是指对后继序数 𝛼+1，𝐿(𝛼)+1中元素是 𝐿(𝛼)的

通过利用其中元素的集合论公式在 𝐿(𝛼)下相对化可定义的子集。但实际上“可

构成集”并不是构造主义意义上可以构造出来的，我们将在后面详述。

4 从分枝类型谱系到可构成集类

4.1 对分枝类型谱系的重新定义

为了比较分枝类型谱系与哥德尔的可构成类，我们必须把分枝类型谱系纳

入集合论的视野讨论。为此，我们要对分枝类型谱系进行改造。但也不能随意改

造，而必须保留其中的核心想法。对此，我列出下列改造原则并为之辩护。

第一条，回到外延。在集合论中，我们只考虑对象的外延。因此，我们把分

枝类型谱系中的对象与集合对应起来就是把那些对象的外延性质抽象出来，而

不考虑其他因素。以后，我们将只考虑公式定义的类，而不关心公式本身。

第二条，回到集合论的一阶语言。我们知道分支类型论中的命题函项可以是

一阶或高阶的公式，但集合论是一个一阶理论，而可构成集类定义中涉及的公式

也是指一阶公式。更重要的是，对分枝类型论中的函项，我们可以找到集合论中

对应公式，使两者在直观上表达相同意思。例如，一个二阶函项 ∀𝑃 (𝑃𝑥)可以对

应为 𝑥 ∈ 𝑇𝑛 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑇𝑛+1(𝑥 ∈ 𝑦) =
(︀
𝑥 ∈ 𝑇𝑛 ∧ ∀𝑦(𝑥 ∈ 𝑦)

)︀𝑇𝑛+1
，其中 𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1 是类

型。

第三条，类型应该是向下兼容的。即较高类型应该包含较低类型。罗素在描

述分枝类型谱系的时候没有明确指出类型是否向下兼容。但类型的向下兼容应

该符合罗素无类理论的原则，即不预设类的存在，只通过命题函项的逐层构造来

产生所需数学对象。另外，这条原则也是第一条原则的自然结果。我们有理由认

为，一阶函项定义的类，在二阶函项中也可以定义。

下面我们基于以上原则，在给出类型谱系的重新定义。

定义 4.1 (a) 𝑇0 = ∅；
(b) 𝑃 ∈ 𝑇𝑛+1当且仅当有公式 𝜙(𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑥)和 𝑇𝑛中元素 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 使得，

𝑃 =
{︀
𝑥 ∈ 𝑇𝑛

⃒⃒
𝜙𝑇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑥)

}︀
。
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为方便起见，我们令个体域为空集。事实上，我们以后可以证明任意两个有

穷个体域的谱系可以相互同构嵌入。显然，对所有 𝑇𝑛 中只含有集合，这符合第

一条改造原则。我们这里所涉及到的公式 𝜙或 𝜙𝑇𝑛 都是集合论语言 (加入常量符

号)的一阶公式。并且可以证明，对任意 𝑛 ≤ 𝑚，𝑇𝑛 ⊆ 𝑇𝑚。

值得注意的是，上述定义中保留了分枝类型谱系的核心内容。我们要求 𝑇𝑛+1

中的集合 𝑃 =
{︀
𝑥 ∈ 𝑇𝑛

⃒⃒
𝜙𝑇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑥)

}︀
，即 𝑃 必须确实是某个命题函项的外

延。其中 𝑥 ∈ 𝑇𝑛 是要求该命题函项的自由变元取值范围是类型 𝑇𝑛 (如果类型不

向下兼容就是指类型 𝑛及以下的所有类型)，而使用 𝜙的相对化 𝜙𝑇𝑛 体现了对约

束变元取值范围的限制。

4.2 分枝类型谱系与可构成集的对应

定理 4.2 对任意自然数 𝑛，𝑇𝑛 = 𝐿(𝑛)。1

证明 𝐿(𝑛)定义参见定义B.4。我们对 𝑛归纳证明：

I. 𝑇0 = 𝐿(0) = 0。

II. 根据归纳假设，只需证 𝑇𝑛+1 = 𝒟(𝑇𝑛)。对任意 𝑃 ∈ 𝑇𝑛+1，根据定义??及引

理B.2可得 𝑃 ∈ 𝒟(𝑇𝑛)。对任意 𝑃 ∈ 𝒟(𝑇𝑛)，由定义B.1，存在 ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑘⟩ ∈ 𝑇 𝑘
𝑛

存在 𝑅 ∈ Df(𝑇𝑛, 𝑘 + 1)满足 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑇𝑛|⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑥⟩ ∈ 𝑅}。𝑅 ∈ Df(𝑇𝑛, 𝑘 +

1) 即存在 𝑚 = ♯𝜙 满足 𝑅 = En(𝑚,𝑇𝑛, 𝑘 + 1)。根据定义A.39， 𝑃 = {𝑥 ∈
𝑇𝑛|𝜙𝑇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑥)}。因此 𝑃 ∈ 𝑇𝑛+1。

由上述定理容易得，分枝类型谱系 T =
⋃︀

𝑛∈𝜔 𝑇𝑛 = 𝐿(𝜔)。下面我们将证明，

T = 𝐿(𝜔) = 𝑅(𝜔)。

引理 4.3 ∀𝑋 ⊆ 𝐴
(︀
card(𝑋) < 𝜔 → 𝑋 ∈ 𝒟(𝐴)

)︀
。

证明 首先证明，

𝑅, 𝑆 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)→ 𝑅 ∪ 𝑆 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。 (4.2.1)

由定义A.39， 𝑅, 𝑆 ∈ Df(𝐴, 𝑛 + 1) 即存在 𝑚1 = ♯𝜙1(𝑣0, . . . , 𝑣𝑛),𝑚2 =

♯𝜙2(𝑣0, . . . , 𝑣𝑛)满足𝑅 = {𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|𝜙𝐴
1 (𝑣0, . . . , 𝑣𝑛)}和𝑆 = {𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|𝜙𝐴

2 (𝑣0, . . . , 𝑣𝑛)}。
则 𝑅 ∪ 𝑆 =

{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|

(︀
𝜙1(𝑣0, . . . , 𝑣𝑛) ∨ 𝜙2(𝑣0, . . . , 𝑣𝑛)

)︀𝐴}︀
∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。

1注意，严格地说该定理不是集合论的定理或定理组。因为，定义 4.1也不是一个严格的

集合论定义。如果 𝜙 作为我们所使用的集合论语言中的公式出现，如 𝑌 =
{︀
𝑥

⃒⃒
𝜙(𝑥)

}︀
即

∀𝑥
(︀
𝑥 ∈ 𝑌 ↔ 𝜙(𝑥)

)︀
，我们在该 (有穷)集合论语言中说不出“存在公式 𝜙”，也不能像“所有公式

𝜙”那样处理成命题集合。我们要在形式语言中严格地说出这样的话，只能把公式 𝜙处理成对象

p𝜙q，就像定义 3.4 - 3.7中所做的那样。这样看的话该定理就是说 𝑇𝑛 的严格定义就是 𝐿(𝑛)的定

义。
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再对𝑚 ≤ 𝑛归纳证明：

𝐸𝑚
𝑛 =

{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|∃𝑖 ≤ 𝑚

(︀
𝑡(𝑖) = 𝑡(𝑛)

)︀}︀
∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。 (4.2.2)

𝐸𝑚
𝑛 是 𝐴上的 𝑛+ 1关系，表示其中前𝑚个对象中有与第 𝑛+ 1个对象相同的。

I. 𝐸0
𝑛 =

{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|∃𝑖 < 0

(︀
𝑡(𝑖) = 𝑡(𝑛)

)︀}︀
= ∅ = {𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|(𝑣0 ̸= 𝑣0)

𝐴} ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。

II. 𝐸𝑚+1
𝑛 =

{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|∃𝑖 ≤ 𝑚+ 1

(︀
𝑡(𝑖) = 𝑡(𝑛)

)︀}︀
= 𝐸𝑚

𝑛 ∪
{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|𝑡(𝑚) = 𝑡(𝑛)

}︀
。

其中
{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|𝑡(𝑚) = 𝑡(𝑛)

}︀
=

{︀
𝑡 ∈ 𝐴𝑛+1|(𝑣𝑚 = 𝑣𝑛)𝐴

}︀
∈ Df(𝐴, 𝑛 + 1)。而根据

归纳假设，𝐸𝑚
𝑛 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。由(4.2.1)，𝐸𝑚+1

𝑛 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)。

故(4.2.2)得证。又由定义B.1，对任意 𝑠 ∈ 𝐴𝑛有

ran(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝐸𝑛
𝑛} ∈ 𝒟(𝐴)

ran(𝑠)表示序列 𝑠中出现的 𝐴中元素。那么，对任意 𝑋 ⊆ 𝐴，若 card(𝑋) <

𝜔，不妨设 card(𝑋) = 𝑛，则存在 𝑠 ∈ 𝐴𝑛满足 𝑋 = ran(𝑠) ∈ 𝒟(𝐴)。

定理 4.4 (a) ∀𝑛 ∈ 𝜔
(︀
𝐿(𝑛) = 𝑅(𝑛)

)︀
。

(b) T = 𝐿(𝜔) = 𝑅(𝜔)。

证明 对自然数 𝑛归纳证 card(𝐿(𝑛)) < 𝜔且 (a)：

I. 𝑛 = 0。𝐿(0) = 𝑅(0) = 0 (参见定义A.18及B.4)。

II.由归纳假设，card(𝐿(𝑛)) < 𝜔。由定义B.1，𝐿(𝑛 + 1) = 𝒟(𝐿(𝑛)) ⊆ 𝒫(𝐿(𝑛))。

则 card(𝐿(𝑛 + 1)) ≤ 2card(𝐿(𝑛)) < 𝜔。由归纳假设， 𝐿(𝑛) = 𝑅(𝑛)，故只需证

𝐿(𝑛 + 1) = 𝒫(𝐿(𝑛))。已有 𝐿(𝑛 + 1) ⊆ 𝒫(𝐿(𝑛))。对任意 𝑋 ∈ 𝒫(𝐿(𝑛)) (即

𝑋 ⊆ 𝐿(𝑛))，card(𝑋) ≤ card(𝐿(𝑛)) < 𝜔，又由引理4.3得𝑋 ∈ 𝒟(𝐿(𝑛)) = 𝐿(𝑛+1)。

故 𝒫(𝐿(𝑛)) ⊆ 𝐿(𝑛+ 1)。

(b)是(a)的平凡推论。

在继续后面的讨论之前，我们先回过头来证明在构造 𝑇𝑛+1 的过程中，我们

不必引用 𝑇𝑛中的元素参与定义。

定理 4.5 对任意𝐴 ∈ 𝑅(𝑛+1)存在公式𝜙(𝑥)满足𝐴 =
{︀
𝑥 ∈ 𝑅(𝑛)|𝜙𝑅(𝑛)(𝑥)

}︀
。

证明 card(𝑅(𝑛)) < 𝜔，不妨设 𝑅(𝑛) = {𝑎0, . . . , 𝑎𝑚}。𝐴 ⊆ 𝑅(𝑛)，不妨设

𝐴 = {𝑎𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} (𝐼 ⊆ 𝑚+ 1)。对任意 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑚+ 1令

𝜃𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝑣𝑖 ∈ 𝑣𝑗 若 𝑎𝑖 ∈ 𝑎𝑗；

𝑣𝑖 /∈ 𝑣𝑗 否则。
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令 𝜙𝐼(𝑥) =

∃𝑣0, . . . , 𝑣𝑚

(︁ ⋀︁
𝑖∈𝑚+1
𝑗∈𝑚+1

𝜃𝑖𝑗 ∧
⋁︁
𝑘∈𝐼

𝑥 = 𝑣𝑘

)︁
。

可以验证 𝐴 = {𝑎𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} =
{︀
𝑥 ∈ 𝑅(𝑛)|𝜙𝑅(𝑛)

𝐼 (𝑥)
}︀

=
{︁
𝑥 ∈ 𝑅(𝑛)

⃒⃒⃒
∃𝑣0, . . . , 𝑣𝑚 ∈ 𝑅(𝑛)

(︁ ⋀︁
𝑖∈𝑚+1
𝑗∈𝑚+1

𝜃𝑖𝑗 ∧
⋁︁
𝑘∈𝐼

𝑥 = 𝑣𝑘

)︁}︁
。

以上，我们证明了 (以空集为个体域的)分枝类型谱系经过外延化改造所得

结构 T就是所有有穷可构成集的类 𝐿(𝜔)。而 𝐿(𝜔) = 𝑅(𝜔) = S。因此一个有穷个

体域1的分枝类型谱系外延化后即坍塌为简单类型谱系。这个结果并不令人意外，

因为分枝类型论本就是无类理论的具体化。但这个结果仍然令人沮丧，分枝类型

论外延化后似乎完全失去了魅力，我们很难看到它能提供什么比简单类型论更

多的对集合论 (将一切外延化的理论)研究的启发。然而，当我们抛开枷锁，将分

枝类型谱系的构造推广至超穷阶后，将会有惊喜等待着我们。

将分枝类型谱系扩展的超穷阶的关键步骤是允许 T =
⋃︀

𝑛∈𝜔 𝑇𝑛 作为一

个类型，不妨令 𝑇𝜔 = T。这样，我们就可以用类似定义??的方法继续构造

𝑇𝜔+1, 𝑇𝜔+2, . . .。在遇到下一个极限序数 𝜔 + 𝜔时，类似地令 𝑇𝜔+𝜔 =
⋃︀

𝛼<𝜔+𝜔 𝑇𝛼。

我们定义分枝类型谱系推广至任意序数阶的结构如下：

定义 4.6 (a) 𝑇0 = ∅。
(b) 𝑇𝛼+1 ={︁
𝑃 ⊆ 𝑇𝛼

⃒⃒⃒
∃𝑛 ∈ 𝜔 ∃𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑇𝛼且存在集合论公式 𝜙(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛, 𝑥)

使
(︀
𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑇𝑛|𝜙𝑇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑥)}

)︀}︁
。

(c)对极限序数 𝛼，令 𝑇𝛼 =
⋃︀

𝛿<𝛼 𝑇𝛿。

类似定理4.2，我们可以证明若 𝑇𝛼 = 𝐿(𝛼)，则 𝑇𝛼+1 = 𝐿(𝛼 + 1)。而极限序数

的情况是平凡的。因此我们有

定理 4.7 (a)对任意序数 𝛼，𝑇𝛼 = 𝐿(𝛼)。

(b) T =
⋃︀

𝛼∈ON 𝑇𝛼 = L。

后面的讨论中，我们可以方便地以 𝐿(𝛼)、L代替 𝑇𝛼和 T，因为前者与后者

是同样的东西。

如果我们将 𝑅(𝛼) (对任意 𝛼 ∈ ON)看作简单类型谱系在任意序数阶上的扩

张，那么我们会发现在一些超穷阶上外延化后的分枝类型谱系与简单类型谱系

有所不同。

1可以证明有穷个体域的类型谱系是以空集为个体域的类型谱系的子结构。
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定理 4.8 对任意 𝛼 ≥ 𝜔 有：(a) 𝐿(𝛼) ⊆ 𝑅(𝛼)；(b) card(𝐿(𝛼 + 1)) <

card(𝑅(𝛼 + 1))。

证明 我们对 𝛼 ≥ 𝜔归纳，同时证明 (a)、(b)：

I. 𝛼 = 𝜔。见定理4.4。

II.由归纳假设，𝐿(𝛼) ⊆ 𝑅(𝛼)。由引理B.3，𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼)) ⊆ 𝒫(𝐿(𝛼)) ⊆
𝒫(𝑅(𝛼)) = 𝑅(𝛼 + 1)。由引理B.9， card(𝐿(𝛼 + 1)) = card(𝛼 + 1) = card(𝛼) =

card(𝐿(𝛼))。而 card(𝑅(𝛼 + 1)) = card
(︀
𝒫(𝑅(𝛼))

)︀
> card(𝑅(𝛼)) (参见定理A.16)。

又由 𝐿(𝛼) ⊆ 𝑅(𝛼) 得 card(𝑅(𝛼)) ≥ card(𝐿(𝛼))。因此， card(𝑅(𝛼 + 1)) >

card(𝐿(𝛼 + 1))。

III. 𝛼 是极限序数。由归纳假设，对任意 𝛿 < 𝛼 有 𝐿(𝛿) ⊆ 𝑅(𝛼)。故，𝐿(𝛼) =⋃︀
𝛿<𝛼 𝐿(𝛿) ⊆

⋃︀
𝛿<𝛼𝑅(𝛿) = 𝑅(𝛼)。

因此，在无穷后继序数 𝛼 + 1阶，存在一些 𝑅(𝛼 + 1)中的元素不在 𝐿(𝛼 + 1)

中。这是因为，在 𝐿(𝛼 + 1)的构造中只允许那些能够在 𝐿(𝛼)中被有穷长度的公

式 (可运用 𝐿(𝛼)中所有元素作为常项)定义的对象。而这些在扩充了的语言中

的公式至多有 card(𝐿(𝛼))。需要注意的是，进入无穷后，在构造 𝐿(𝛼 + 1)的过程

中，𝐿(𝛼)中元素作为常项充实到语言中是必须的。类似定理4.5的结果是没有的，

否则形成的结构将过于单薄以至于 ZF无法在其中成立。

虽然，分枝类型谱系与简单类型谱系的超穷扩张在具体阶上有所不同，但

我们并不确定所有分枝类型谱系与简单类型谱系超穷扩张中的合法对象是否相

同。定理B.10与B.14表明 V = L与 ZF是一致的 (如果 ZF一致的话)。参见定

理A.20，由于我们都是在 ZF下讨论，V即WF。因此，如果 ZF一致，我们无法

得出存在不可构成集，也即无法 (由 ZF )证明有简单类型谱系 (超穷扩张)中对

象不是分枝类型谱系中对象。同时，如果 ZF一致，ZF+V ̸= L也一致。1即我们

无法证明所有集合都是可构成的，也即无法证明所有简单类型谱系 (超穷扩张)

中的对象都在分枝类型谱系中出现。

接下来，我们讨论分枝类型论中直谓函项与可化归公理在可构成集类中的体

现。分枝类型论中直谓函项与跨 𝑛阶谓述函项的定义参见定义??及??。我们将该

定义对应到外延化并推广到任意序数阶的分枝类型谱系结构 (即 L)中即可得：

定义 4.9 可构成集𝐴是跨 𝛽阶可构成的，当且仅当存在 𝛼满足：𝐴 ⊆ 𝐿(𝛼)

且 ∀𝛿 < 𝛼(𝐴 * 𝐿(𝛿))且 𝐴 ∈ 𝐿(𝛼 + 𝛽 + 1) 2

容易看出，一个集合是跨 𝛽阶可构成的，则对任意 𝛾 ≥ 𝛽，由于𝐿(𝛼+𝛽+1) ⊆
𝐿(𝛼 + 𝛾 + 1) (引理B.5)，它也是跨 𝛾 阶可构成的。一个函项是直谓的即它所对应

1这一结果由科恩通过力迫法证明，参见(?)及(Kunen, 1980)203。
2序数加法定义见定义A.9。连加采取左优先。
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的类是跨 0阶可构成的集合。相应地，可化归公理可表示为：任意可构成集都是

跨 0阶可构成的。

定理 4.10 所有 𝐿(𝜔)中集合都是跨 0阶可构成的。

证明 对任意 𝐴 ∈ 𝐿(𝜔)，取最小的 𝑚 ∈ 𝜔 使 𝐴 ⊆ 𝐿(𝑚)。根据 𝐿(𝜔)定义

及序数序是良序，该 𝑚总能取到。故对任意 𝑘 < 𝑚有 𝐴 * 𝐿(𝑘)。由定理4.4，

𝐴 ∈ 𝒫(𝐿(𝑚)) = 𝒫(𝑅(𝑚)) = 𝑅(𝑚+ 1) = 𝐿(𝑚+ 1)。

因此，如果我们将 (外延化的)分枝类型谱系限制在有穷部分，可化归公理是

正确的。但这一结果过于平凡，显得味如嚼蜡。然而，当我们再次进入无穷，我

们又会发现一幅有趣的图景。

定理 4.11 对任意 𝛼 ≥ 𝜔，任意 𝛽 < 𝛼+，存在 𝑥 ∈ L 使得 𝑥 ⊆ 𝐿(𝛼) 且

𝑥 /∈ 𝐿(𝛼 + 𝛽 + 1)。

证明 给定 𝛼 ≥ 𝜔，𝛽 < 𝛼+ ( 𝛼+定义参见A.17)。

𝛽 < 𝛼+ 且 𝛼 ≥ 𝜔，故 card(𝛽 + 𝛼 + 1) = card(𝛼) (参见定理A.15)。由定

理B.9， card(𝐿(𝛼 + 𝛽 + 1)) = card(𝛼 + 𝛽 + 1) = card(𝛼) = card(𝐿(𝛼))。由定

理A.16，card
(︀
𝒫(𝐿(𝛼))

)︀
> card(𝐿(𝛼)) = card(𝐿(𝛼+𝛽+ 1))。因此 𝐿(𝛼+𝛽+ 1) =

𝒟(𝐿(𝛼)) ( 𝒫(𝐿(𝛼))。即

∃𝑥
(︀
𝑥 ⊆ 𝐿(𝛼) ∧ 𝑥 /∈ 𝐿(𝛼 + 𝛽 + 1)

)︀
(4.2.3)

以上只用到 ZFC中有穷公理。而由定理B.10及推论B.25，ZFC在 L中真。

故 (4.2.3)L。又 L是传递的 (参见定理B.5)，再由定理A.35及引理B.13，𝐿(𝛼)、

𝑋 ⊆ 𝑌、𝛼 + 𝛽 对 L是绝对的。因此

∃𝑥 ∈ L
(︀
𝑥 ⊆ 𝐿(𝛼) ∧ 𝑥 /∈ 𝐿(𝛼 + 𝛽 + 1)

)︀
。

上述定理说的是，对任意 𝛼 ≥ 𝜔，任意 𝛽 < 𝛼+存在 𝐿(𝛼)的可构成子集不是

跨 𝛽 阶可构成的。这就是说，可化归公理在超穷阶上是假的。但有趣的是，哥德

尔发现 𝐿(𝛼)的可构成子集在分枝类型谱系上的分布有一个不远的上界。这就是

定理B.23。接近于哥德尔原始陈述的等价形式是

定理 4.12 对任意 𝛼 ≥ 𝜔 任意 𝑋 ∈ L，若 𝑋 ⊆ 𝐿(𝛼)，则存在 𝛽 < 𝛼+，有

𝑋 ∈ 𝐿(𝛽)。

正如我们在附录B中所见，该定理在哥德尔基于 L的一致性证明中处于核心

地位(Gödel, 1938)26。哥德尔称该命题是他证明的“基础定理”(fundamental the-

orem)，并称“该基础理论包含了所谓罗素的可化归公理的正确的核心”(Gödel,
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1939)143。哥德尔这么看是有道理的。如果我们稍加放宽可化归公理的要求，让某

一阶所有可构成子集不必在下一 (序数)阶就被构成，而必须在下一基数前出现，

那么它将在整个 L上真。事实上这一形式的可化归公理已足够强，以至于如果所

有的集合都是可构成的话，广义连续统假设就是真的了 (参见推论B.24)。

以上分析显示了分枝类型论与哥德尔的可构成集之间的紧密联系。我们只

需对分枝类型论做外延化改造，将命题函项理解为集合，自然地允许类型的向下

包含，并将其构造推广至任意序数阶，我们就得到了 L。而可化归公理的一个弱

的 (考虑基数的)形式在 L中非平凡地成立，并且是使 GCH在 L中成立的根本

原因。应该说，索洛维的意见是准确且全面的，但这并不妨碍哥德尔将可构成集

的想法归功于罗素分枝类型论的启发。

4.3 分枝类型论与可构成集背后的哲学思想

本节将在前两节的基础上，回顾分枝类型论与可构成集类的一些差别，并提

出造成这些差别的可能的哲学上的考虑。罗素本人避免谈及分枝类型论背后的

哲学思想。他在(Russell, 1908)的最后写道：“因此，似乎最好在陈述理论时不涉

及哲学问题，而将这些 (问题)单独处理。”因此，我们只能从罗素对分枝类型论

描述的字里行间中去窥探背后的哲学动机。

首先，分枝谱系与可构成集类一个最明显的区别就是：分枝谱系中的对象是

个体和具体的命题及命题函项，而可构成集类作为集合论的一个模型其中的对

象只是纯粹的集合。分枝类型论是无类理论的具体实现。无类理论拒绝类或集合

作为对象存在，而将它们视作“说话方式”。在不用考虑内涵与具体表达方式的

差异时，我们说一个类就是在说某一类外延相同的性质或命题函项中的任何一

个。这一想法有较明显的唯名论的痕迹，即只承认个体存在而将共相只看作名词

或表达方式 (参见(?)127)。当然，罗素的这一安排更多地是出于解决语义悖论的

考虑，但唯名论 (nominalism)以及相关的构造主义 (constructivism)1的思想还会

不时地在分枝类型论的其他地方体现出来。

由于在以分枝类型论为基础实际构建数学的过程中起作用的仅仅是性质

的外延，罗素在(Russell, 1908)的后半部分 (第VII节到第X节)基本只使用“类”

和“关系”等“说话方式”。因此，在下面的讨论中，𝑇𝛼与它们的外延化 𝐿(𝛼)对

我们是等价的 (参见第??节)。

接下来，我们简单浏览一下罗素是怎么将数学具体建立在分枝类型论基础

上的。罗素对基数的定义与弗雷格类似。他将一个类的数定义为与这个类等数的

1为了与关于哥德尔哲学思想的讨论的衔接，这里的构造主义采取哥德尔本人的用法。即要求

合法的数学概念必须是能从对个体的谓述开始通过复合、概括等实际构造出来的。参见(Gödel,

1944)1972年版的题注，见于(Gödel, 1990)119。
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类的类。1 0被定义为与空类等数的类的类；1定义为与“ = 𝑐” (𝑐是函项意义

域中的一个对象)等数的类的类。我们大致可以把 {∅}看作 0。但事实上，在 (未

外延化的)分枝类型论中，每一阶中有不同的空函项。一阶的空函项是指没有一

个个体所具备的个体的性质，二阶空函项是指没有一个个体的性质所具备的个

体的性质的性质。它们有不同的意义，因而不同阶有不同的 0。类似的，一阶的

1是指
{︀
{𝑎1}, {𝑎2}, . . .

}︀
；二阶的 1指

{︀
{{𝑎1}}, {{𝑎2}}, {{𝑎1, 𝑎2}}, . . .

}︀
(其中 𝑎1, 𝑎2

是个体)。如果 𝑛,𝑚分别是不相交的类 𝐴,𝐵 的数，罗素定义 𝑛 + 𝑚为 𝐴 ∪ 𝐵 的
数。如果 𝑛和𝑚是不同阶的基数 (不妨设 𝑛是较低阶的基数)，我们可以“提升”

𝑛下面类的阶，得到一个与原来的类等数的类。例如，提升 {𝑎}为 {{𝑎}}。在有穷
个体域的分枝谱系中，每一阶中的基数是有穷的。例如，𝑅(1)中类的数只有一

个 0。第 𝑛 + 2类型中的基数取决于第 𝑛类型对象的个数。所以有时要同时提升

𝑛,𝑚的阶再进行加法运算，否则我们无法找到两个不相交的类。当然，由于我们

允许任意有穷阶，对任意有穷的 𝑛,𝑚我们总可以找到足够高的阶能完成它们的

加法。因此，常见的数论定理在 𝐿(𝜔)中可以得到。

参见??节，我们可以将 𝐿(𝜔) (或其一部分)视为以有穷个体域为基础的分枝

类型谱系。这个谱系符合构造主义的要求，我们只需要预设有穷的个体域和一些

初等命题函项就可以把 𝐿(𝜔)中的每个集合通过有穷次概括、取补和取交而实际

地构造出来。然而，这样的结构并不足以让一些数学对象嵌入其中。例如，𝐿(𝜔)

中不存在自然数的无穷类。2我们知道，实数往往被定义为自然数的类3。因而相

当多的实数 (即无穷的自然数类)不在 𝐿(𝜔)中，关于所有实数的概括成为不可

能。因此绝大部分实数理论无法从有穷个体域的分枝类型论中得出。

为此，罗素又引入一条公理：不存在有穷的个体域子类包含所有个

体(Russell, 1908)。这条公理等价于允许无穷个体域4。假设个体域无穷且可

化归公理在这里真的话，按照罗素的想法，在第二类型中存在基数为任意自然数

的类，第三类型 (二阶函项)中就可以找到所有的自然数，而所有自然数的集合最

晚在第四类型中就全部出现了。5

但罗素的这一处理并不是严格地构造主义的。第一，对于无穷个体域的假设

在构造主义的立场上看来显得缺乏依据。第二，一个无穷类型的所有子类不一定

1“The cardinal number of a class 𝛼 is defined as the class of all classes similar to 𝛼,” 引

自(Russell, 1908)。注意，这里的“类”只是罗素的“说话方式”，“相似”即弗雷格定义的等数，等

数可以运用于不同阶的类。
2注意，(2.4.1)定义的 N不一定是自然数集，而只是某类型中所具有的所有自然数的集合。

𝐿(𝜔)中不含有无穷集合，而自然数集 N = 𝜔是无穷的。
3例如，戴德金分割将实数定义为有理数 (可一一对应于自然数)序上的一个向下封闭的开区

间。
4下文中，无穷个体域一般指可数无穷个体域。
5参见(Russell, 1908)。
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都是可构造的。最后，可化归公理在无穷个体域的分枝谱系中可能不真。让我们

逐个分析。

关于无穷个体域的预设。物理学家总是倾向于认为宇宙是有穷的1或者说对

于我们有意义的可探知的宇宙是有穷的。如果个体仅指宇宙中的物理对象，那么

更有理由认为个体域应该是有穷的。当然，罗素强调分枝类型论中起作用的往往

是阶的相对关系，在具体问题中绝对的阶往往难以判断但也不影响问题的解决。

因此，完全可以把任意一个类型当作个体域。但我们已经知道，在有穷个体域的

基础上无法构造出包含无穷对象的类型。因此，这一对个体域的推广并没有解决

问题。

在继续后面的讨论前，我们不妨假设无穷个体域为 𝐿(𝜔)2。为了简化起见，

我们还可以改用当代集合论对基数的常见定义 (参见定义A.11)。集合论定义的基

数实质上是在罗素或弗雷格定义的基数中取一个唯一确定的类作为代表。而这

一代表类的存在是对个体域预设最少的，即无论个体域为何，每个罗素定义的基

数下总可以找到一个元素是按照集合论定义的相应的基数。例如，{∅}是按照罗
素基数定义的某个 0，而 ∅是按照集合论定义的 0。采取集合论定义的优点在于，

我们不需要再区分不同阶的自然数。经过以上简化，我们大致可以将无穷个体域

的分枝谱系中可构造的等同于可构成集。

回到前面的讨论。由于我们无法判定 V = L的真假，我们不能肯定是否所

有自然数的子类最终都能出现在无穷个体域的分枝类型谱系中。如果回答是否

定的，那么有些实数无法被构造出来，从而我们就无法对所有实数作概括，以致

于相当部分的数学定理失去了意义。即使有肯定的回答，根据定理4.11，一个较

强的可化归公理在无穷个体域的分枝谱系中是不成立的。并且，无论我们构造

到多高阶，总存在自然数的可构造的类尚未在之前的有穷步内被构造出来。因

此，(可数)无穷个体域的分枝谱系的任何阶都不包含所有可构造的实数，除非我

们允许达到 𝐿(𝜔1) (根据定理4.12)。而这要求更强的无穷公理，或者放弃构造主

义的立场。

因此，我们可以看到，罗素面对严格的构造主义与经典数学的冲突，选择了

引入无穷公理和可化归公理作为妥协。罗素引入这两条与构造主义相悖的公理

是希望在其他地方维持构造主义的要求。这体现了英国哲学历来的经济节约的

原则。这一原则在尽量减少本体论假设的同时也使理论的推广显得制掣肘重重。

1例如爱因斯坦给出的“有穷”而“无界”的宇宙的模型，参见(?)83-86。
2无穷个体域中的个体到底是什么对于分枝谱系的结构并不重要。正如可以证明任意两个有

穷个体域的分枝谱系可以互相嵌入，也可以证明任意两个相同基数个体域的分枝谱系总是同构

的。根据定理B.9，𝐿(𝜔)的基数是 𝜔，因而是最小的无穷个体域。将 𝐿(𝜔)作为个体域的另一个好

处是，容易看出罗素引入的新公理和集合论无穷公理的联系。集合论中正是由于无穷公理允许 𝜔

作为一个合法的对象，从而承认 𝐿(𝜔) =
⋃︀

𝑛∈𝜔 𝐿(𝑛)也为合法对象。
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反之，如果采取哥德尔那样的实在主义观点，允许一些类的存在，虽然在本体论

上显得比较激进，但在具体的研究操作上会更加游刃有余。

如果设想命题函项、性质背后确有某种概念或类的存在，无类理论中诸如类

型的向下包含、不同阶的基数的处理等问题就会变得简单而直接。

更为重要的是，采取实在主义的观点使我们可以自由地处理那些在严格的构

造主义的意义上无法被构造出来的对象。例如上文所提到的自然数集 N (或 𝜔)。

我们一般将自然数集定义为最小的归纳集1。这一定义至少涉及所有的归纳集，

而自然数集是归纳集类这个整体的一员。在构造主义者看来，我们只有把一个

整体中的每个对象都构造出来了才能提及这个整体。因此，这种根据整体来“构

造”其下元素的定义是不允许的。2而实在主义者并没有这种约束。既然那个整体

不依赖我们而存在，我们通过这个整体来辨别其下某个特别的元素就是十分自

然的处理方式了。即使我们还不清楚 V中到底有什么东西，它仍可以被看作某

种合法的整体 (虽然不是合法的对象)，从而可以直接作为量词的变域。因此，我

们所熟悉的集合论的语言可以毫无困难地被看作是对所有集合的言说。在这一

解释下，集合论中所有带量词的公式的定义(如 ∅、𝜔、𝜔1 等)都是非直谓的，但

只要它们确实帮我们从所有集合 V中辨识出某一个集合或某一类集合，我们就

认为它们是合适的。

综上，罗素试图在构造主义的范围内构建分枝谱系乃至整个数学，而在具体

的实践上采取了较灵活的态度引入了一些非构造的因素。但在罗素看来，L的定

义 (参见定义B.4)是无论如何不可想象的。即使他能通过设置一条无穷公理达到

𝐿(𝜔)或设置更强的无穷公理达到 𝐿(𝜔+)甚至任意 𝐿(𝛼) ( 𝛼 ∈ ON)，他也无法让

表面变元的变域涵盖整个V，从而无法定义ON和 L，或认为这一定义完全没有

意义。而持实在主义的哥德尔在推广分枝谱系到任意序数阶的过程中完全没有

这些困扰，始终可以认为他是在有意义地叙述一些实在的对象，即使这些叙述或

假设不一定正确。

5 结论

不同的哲学立场确实会影响到人们对逻辑学、数学等具体学科的研究实践。

本文的第二章就具体分析了这样一个案例。构造主义的想法帮助罗素发明了分

枝类型论但也禁锢了将这些方法推广至任意序数阶的可能，而持实在主义的哥

德尔则无所顾忌地推广了罗素的工作，证明了连续统假设的一致性。对此哥德尔

在 1967年 12月与王浩的通信中总结道：

1归纳集指含有 0且在后继运算下封闭的集合。参见定义A.2
2参见第??页中对恶性循环原则和非直谓定义的讨论。
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如果一致性证明必须是有穷主义的话，一个人怎么会用我的超穷

模型 L 1去作连续统假设的一致性证明呢？(姑且不提按有穷主义观

点用 L来解释集合论从一开始就荒谬绝伦，因为这是用本身并无意

义的东西去作解释。)显然，谁也不曾注意到，这样的解释 (及任何非

有穷主义的一致性证明)会产生一个有穷主义的相对一致性证明。2

哥德尔的证明当然是有穷的。并且一旦该证明被发现，只要逻辑学家们找不

出证明中的逻辑错误，就必须承认证明的结论。即使对构造主义者来说，这一有

穷的证明也是有效的，尽管他们可能对它的意义有不同的解释。然而，对构造主

义者来说，要通过想象一个对他毫无意义的 L来发现这个证明确是几乎不可能

的。这就像一个认为哲学毫无作用的数学家几乎不可能创造一套反映自己思想

的哲学理论一样。1968年3月，哥德尔在给王浩的信中进一步雕琢了这一想法：

然而，具体说到连续统假设，倒是有一个特殊的障碍真正使得构

造主义者在实践上不可能发现我的一致性证明。那就是特意为构造主

义宗旨而发明的分枝谱系一定要按全然非构造主义的方式来运用才

行。类似的说法也适用于数学真理概念：形式主义者认为形式可证性

是数学真理概念的一个分析，所以当然没有本领把二者分开。3

上述引文的最后一句指的是另一个由哲学信念的不同导致阻碍或帮助发现

某个具体证明的例子。形式主义者相信所谓真就是形式可证。他们希望找到一个

完全且一致的有穷公理的理论，而几乎不会去想象证明形式可证的数学命题与

真的数学命题之间有本质的差别。而持实在主义观点的哥德尔则很容易想象客

观的数学 (在结构中真)与被认识的数学 (由公理可证)的分离，这显然有助于发

现不完全性定理的证明。

1原文中以Δ表示可构成集类
2引自(王浩, 2002)255。这里的有穷主义可能不仅仅指罗素的分枝类型论，还包括希尔伯特的

形式主义。在(Gödel, 1940b)中哥德尔提到了基于可构成集的一致性证明与希尔伯特在(?)中叙述

的关于连续统假设的证明设想的一些联系。希尔伯特设想的证明当然是错的 (他可能错误地预设

了一些前提)，但其中的一些方法可以用来证明连续统假设在可构成集类中真。哥德尔在(Gödel,

1940a)中利用八个基础运算构造可构成集类的证明方法可能就是要显示这一证明与希尔伯特

之前工作的联系。哥德尔在1965年给 van Heijenoort的信 (见于(van Heijenoort, 1967)369)中写

到：“(我与希尔伯特的证明的)一个巨大不同在于，希尔伯特只考虑严格的可构成的定义，此外，

定义运算的超穷迭代只达到构造的序数 (阶)，而我不仅允许定义中的量词还允许定义运算的迭

代达到任意序数 (阶)，无论这些序数能否或怎样被定义。‘可构成集’这一术语在我的证明中只

是在非常弱的意义上得到辩护，具体地说，只是在‘相对于序数’的意义上，而后者完全不是构

造的。”可见希尔伯特的工作之于哥德尔的证明也类似于罗素的分枝类型论与哥德尔的证明之间

的关系，同样可以看作本文结论的一个例证。只是限于作者的精力与能力未能使这部分内容像第

二章那样成文。
3引自(王浩, 2002)256；亦见于(Solovay, 1990)。
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历史上类似的例子还有很多。虽然，我们很难找到哲学理论与逻辑学、数学

等具体学科理论之间的必然联系，但我们通过对一些历史片断的分析不难发现

哲学思想对具体学科的研究有着现实的影响。这是本文的结论。对这种影响的现

象做经验的研究，归纳其中的规律，或许有助于我们未来在哲学领域和逻辑学、

数学等学科领域的研究实践。这是作者尚未完成的写作初衷。

A 一些集合论事实1

本附录中，收集了一些集合论的常用定义及基本定理。如非特别说明，本附

录中的定理都是以下公理集的逻辑后承：

公理 0 (存在公理)

∃𝑥(𝑥 = 𝑥)。

公理 1 (外延公理)

∀𝑥∀𝑦(∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑥↔ 𝑧 ∈ 𝑦)→ 𝑥 = 𝑦)。

公理 2 (良基公理)

∀𝑥[∃𝑦(𝑦 ∈ 𝑥)→ ∃𝑦(𝑦 ∈ 𝑥 ∧ ∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑥→ 𝑧 /∈ 𝑦))]。

公理 3 (分离公理模式) 对每个至多含变元 𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛的公式 𝜙，

∀𝑧∀𝑤1 . . . ∀𝑤2∃𝑦∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑦 ↔ (𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝜙))。

公理 4 (对集公理)

∀𝑥∀𝑦∃𝑧(𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝑦 ∈ 𝑧)

公理 5 (并集公理)

∀ℱ∃𝐴∀𝑌 ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝑌 → 𝑌 ∈ ℱ → 𝑥 ∈ 𝐴)。

公理 6 (替换公理模式) 对每个至多含变元 𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛的公式 𝜙，

∀∀𝑤1 . . . ∀𝑤𝑛[∀𝑥 ∈ 𝐴∃!𝑦𝜙→ ∃𝑌 ∀𝑥 ∈ 𝐴∃𝑦 ∈ 𝑌 𝜙]。

定义 A.1 (a) 𝑥 ⊆ 𝑦即 ∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑥→ 𝑧 ∈ 𝑦)。

(b) 𝑥 = 0或 𝑥 = ∅即 ∀𝑦(𝑦 /∈ 𝑥)。

(c) 𝐴 = {𝑥, 𝑦}即 ∀𝑧(𝑧 ∈ 𝐴↔ (𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦))。

1请注意，附录中的内容并非由作者原创。作者只是将 (Kunen, 1980)、(Enderton, 2006)以及

郝兆宽教授的一份尚未发表的讲义中的内容收集起来并整理成文。
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(d) {𝑥} = {𝑥, 𝑥}。1

(e)𝐴 =
⋃︀
ℱ即 ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴↔ ∃𝑌 (𝑌 ∈ 𝐹∧𝑥 ∈ 𝑌 ))；𝑥∪𝑦 =

⋃︀
{𝑥, 𝑦}；𝐴 =

⋂︀
ℱ

即 (ℱ = ∅ ∧ 𝐴 = ∅) ∨ ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴↔ ∀𝑌 (𝑌 ∈ ℱ → 𝑥 ∈ 𝑌 ))；𝑥 ∩ 𝑦 =
⋂︀
{𝑥, 𝑦}。

(f) 𝑆(𝑥) = 𝑥 ∪ {𝑥}。
(g) ⟨𝑥, 𝑦⟩ = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}；𝑧 是有序对，即 ∃𝑥, 𝑦(𝑧 = ⟨𝑥, 𝑦⟩)；𝑅𝑥𝑦 = 𝑥𝑅𝑦 =

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅
(h) 𝑅是 𝐴上的线序，即：

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴(𝑥𝑅𝑦 → 𝑦𝑅𝑧 → 𝑥𝑅𝑧)∧∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴(𝑥𝑅𝑦∨𝑥 = 𝑦∨𝑦𝑅𝑥)∧∀𝑥 ∈ 𝐴(¬𝑥𝑅𝑥)。

𝑅是 𝐴上的良序，即 𝑅是 𝐴上的线序且

∀𝑌 ⊆ 𝐴(𝑌 ̸= 0→ ∃𝑥 ∈ 𝑌 ∀𝑦 ∈ 𝑌 (¬𝑦𝑅𝑥))。

公理 7 (无穷公理)

∃𝑥(0 ∈ 𝑥 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑥(𝑆(𝑦) ∈ 𝑥))。

定义 A.2 𝐴 = N = 𝜔，即

0 ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴(𝑆(𝑥) ∈ 𝐴) ∧ ∀𝑌 (𝑌 ( 𝐴→ (0 /∈ 𝑌 ∨ ∃𝑥 ∈ 𝑌 (𝑆(𝑥) /∈ 𝑌 )))。

一种较强形式的无穷公理为 ∃𝑥(𝑥 = 𝜔)。

公理 8 (幂集公理)

∀𝑥∃𝑦∀𝑧(𝑧 ⊆ 𝑥→ 𝑧 ∈ 𝑦)

定义 A.3 𝑥的幂集 𝒫(𝑥) = {𝑧|𝑧 ⊆ 𝑥}。

本文中 ZF指以上公理集，ZF−指 ZF减去基础公理。AC指下述命题：

公理 9 (选择公理)

∀𝐴∃𝑅(𝑅是 𝐴上的良序)。

ZFC指 ZF加 AC。

定义 A.4 (a) 𝐴×𝐵 = {⟨𝑥, 𝑦⟩|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵}。
(b)𝑅是 (二元)关系，即∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑅→ ∃𝑥, 𝑦(𝑧 = ⟨𝑥, 𝑦⟩))；𝑅−1 = {⟨𝑥, 𝑦⟩|⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈

𝑅}；dom(𝑅) = {𝑥 ∈ ∪ ∪𝑅|∃𝑦(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)}；ran(𝑅) = dom𝑅−1
。

1形式语言中的定义都可以看作约定一个缩写方式，正上述定义所示。这里的定义方式中，可

以将 {𝑥, 𝑥}看作以 𝑥为自由变元的公式 𝜙(𝑥)，它可缩写为 {𝑥}。因此这与上述定义方式本质上相
同。
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(c) 𝑓 是函数，即 𝑓 是关系且 ∀𝑥 ∈ dom(𝑓)∃!𝑦(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑓)；𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵，即 𝑓 是

函数，dom(𝑓) = 𝐴且 ran(𝑓) ⊆ 𝐵；𝑓 � 𝐶 = 𝑓∩(𝐶×ran(𝑓))；𝑓 [𝐶] = ran(𝑓 � 𝐶)；

𝑓 是一一的，即 𝑓−1是函数；𝑓 是 𝐴到 𝐵的满射，即 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵且 ran(𝑓) = 𝐵；

𝑓 是 𝐴到 𝐵的双射，即 𝑓 是 𝐴到 𝐵的满射且 𝑓 是一一的。

定义 A.5 (a) 𝑥是传递的，即 ∀𝑦(𝑦 ∈ 𝑥→ 𝑦 ⊆ 𝑥)。

(b) 𝑥是序数 ( 𝑥 ∈ ON )，即 𝑥是传递的且 ∈是 𝑥上的良序。

如非特别说明，后文中 𝛼, 𝛽, 𝛿变域为ON，即 ∀𝛼𝜙 = ∀𝛼 ∈ ON𝜙。

(c) 𝛼是后继序数，即 ∃𝛽(𝛼 = 𝑆(𝛽))；𝛼是极限序数，即 𝛼 ̸= 0且 𝛼不是后继

序数。

注 A.6 类 (class)是元语言中的术语，指一切由集合论对象，即集合 (set)

的“集合”(collection)。显然，集合是类，不是集合的类称为真类。在本文中用粗

体大写英文字母表示一些具体的类，如 V = {𝑥|𝑥 = 𝑥}。正如正文中提到的，不
加限制的使用类概念会造成悖论，例如 {𝑥|𝑥 /∈ 𝑥}。但持实在论观点的人认为那
些类仍具有意义，可以(在元语言中 )自由的谈论。对反对实在论的人，可以将集

合论中的类看作一个集合论公式的对应。如 𝑥 ∈ V指公式 𝑥 = 𝑥。这时一个公式

𝜙 (对应类A )是真类，即 ∀𝐴∃𝑦(𝜙(𝑦) ∧ 𝑦 /∈ 𝐴)。

一个公式 𝜙 (即一个类G)是 (集合论 𝑇 中的)运算，当且仅当该公式至多有

两个变元，且对任意 𝑥存在唯一 𝑦，𝜙(𝑥, 𝑦)是 𝑇 的定理 (即 G(𝑥) = 𝑦 )。显然，

任意函数是运算。对运算G (即 𝜙 )，令G[𝐴] = {𝑦|∃𝑥 ∈ 𝐴𝜙(𝑥, 𝑦)}。由替换公理
不难看出，若 𝐴是集合 ( ∃𝑥(𝑥 = 𝐴) )，则 G[𝐴]是集合。令 G � 𝐴 = {⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈
𝐴×G[𝐴]|𝜙(𝑥, 𝑦)}。

定理 A.7 (超穷归纳定理模式) 对每个公式 𝜙，若有 ∀𝛽 < 𝛼𝜙(𝛽) → 𝜙(𝛼)，

则 ∀𝛼𝜙(𝛼)。

定理 A.8 (超穷递归定理模式) 对每个公式 𝜙，若 𝜙是运算，则存在运算 𝜓

有如下定理：

∀𝛼∀𝑧
[︁
𝜓(𝛼, 𝑧)↔ ∃𝑓

(︁
∀𝑠

(︀
𝑠 ∈ 𝑓 ↔ ∃𝛿, 𝑦

(︀
𝛿 ∈ 𝛼 ∧ 𝑠 = ⟨𝛿, 𝑦⟩ ∧ 𝜓(𝛿, 𝑦)

)︀
∧ 𝜙(𝑓, 𝑧)

)︀)︁]︁
。

用类表示：对任意运算 G，存在运算 F，对任意序数 𝛼满足 F(𝛼) = G(F �

𝛼)。

定义 A.9 对序数 𝛽 递归定义 𝛼 + 𝛽：

(a) 𝛼 + 0 = 𝛼。

(b) 𝛼 + 𝑆(𝛽) = 𝑆(𝛼 + 𝛽)。

(c)对极限序数 𝛽，𝛼 + 𝛽 =
⋃︀
{𝛼 + 𝛿|𝛿 < 𝛽}。
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定义 A.10 (a) 𝐴𝐵 = {𝑓 ∈ 𝐵 × 𝐴|𝑓 : 𝐵 ↦→ 𝐴}；𝐴<𝜔 =
⋃︀
{𝐴𝑛|𝑛 ∈ 𝜔}。

(b) ⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1⟩ =
{︀
⟨𝑖, 𝑥⟩ ∈ 𝑛 × {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1}|𝑥 = 𝑥𝑖

}︀
。容易证明这是函

数。

(c)若 𝑠, 𝑡是函数，且满足 dom(𝑠) = 𝛼、dom 𝑡 = 𝛽，定义 𝑠⌢𝑡为以 𝛼 + 𝛽 为

定义域的函数并满足 (𝑠⌢𝑡) � 𝛼 = 𝑠且对任意 𝛿 < 𝛽 有 (𝑠⌢𝑡)(𝛼 + 𝛿) = 𝑡(𝛿)。

定义 A.11 (a) 𝐴与 𝐵等数，即存在从 𝐴到 𝐵的双射。

(b)若 𝐴上有良序，定义 card(𝐴)为最小的与 𝐴等数的 𝛼。

(c) 𝛼是基数，即 𝛼 = card(𝛼)。

后文中 𝜅, 𝜆默认变域为基数类。

定义 A.12 𝐴是有穷的，即 card(𝐴) < 𝜔；𝐴是无穷的，即 𝐴不是有穷的；

𝐴是可数的，即 card(𝐴) ≤ 𝜔；𝐴是不可数的，即 𝐴不是可数的。

定义 A.13 (a) 𝜅⊕ 𝜆 = card(𝜅× {0} ∪ 𝜆× {1})。
(b) 𝜅⊗ 𝜆 = card(𝜅× 𝜆)。

(c) 𝜅𝜆 = card(𝜅𝜆)。1

定义 A.14 (连续统假设) CH (连续统假设)，即 2𝜔 = 𝜔+；GCH (广义连

续统假设)，即对任意无穷基数 𝜅有 2𝜅 = 𝜅+
。

定理 A.15 若 𝜅, 𝜆是无穷基数，𝐴,𝐵无穷，则

(a) 𝜅⊕ 𝜆 = 𝜅⊗ 𝜆 = max(𝜅, 𝜆)。

(b) card(𝜅<𝜔) = 𝜅

(c) (AC) card(𝐴×𝐵) = max(card(𝐴), card(𝐵))。

(d) (AC) card(𝐴<𝜔) = card(𝐴)。

定理 (AC) A.16 card(𝑥) < card(𝒫(𝑥))。

定义 A.17 𝛼+ 为 > 𝛼的最小的基数。 𝜅是后继基数当且仅当存在 𝛼使

𝜅 = 𝛼+；𝜅是极限基数当且仅当 𝜅 > 𝜔且 𝜅不是后继基数。

定义 A.18 对 𝛼 ∈ ON递归定义 𝑅(𝛼)：

(a) 𝑅(0) = 0。

(b) 𝑅(𝛼 + 1) = 𝒫(𝑅(𝛼))。

(c)对极限序数，𝑅(𝛼) =
⋃︀

𝛿<𝛼𝑅(𝛿)。

定义WF =
⋃︀
{𝑅(𝛼)|𝛼 ∈ ON}

对 𝑥 ∈WF定义 rank(𝑥)为最小的序数 𝛽 以满足 𝑥 ∈ 𝑅(𝛽 + 1)

1该定义中后一个 𝜅𝜆 指所有从 𝜆到 𝜅的函数的集合，参见定义A.10。前一个 𝜅𝜆 是我们要定

义的基数幂运算。本文中如非特别注明，𝑛𝜆、𝜅𝜆表示基数幂运算，𝐴𝐵 表示函数集合。
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定理 A.19 (a) ∀𝑛 < 𝜔
(︀
card(𝑅(𝑛)) < 𝜔

)︀
。(b) card(𝑅(𝜔)) = 𝜔。

定理 (ZF−) A.20 (a)良基公理↔ V = WF。

(b)良基公理→ (𝐴 ∈ ON↔ 𝐴是传递的 ∧ ∈是 𝐴上的线序 )。

定义 A.21 (相对性) 对任意类M，任意集合论公式 𝜙，递归定义 𝜙𝑀 (或

�M 𝜙 )，即 𝜙到M的相对化 (或M满足 𝜙 )为：

I . (𝑥 = 𝑦)M (或 �M 𝑥 = 𝑦 )，即 𝑥 = 𝑦。

II . (𝑥 ∈ 𝑦)M (或 �M 𝑥 ∈ 𝑦 )，即 𝑥 ∈ 𝑦。
III. 𝜙M = (𝜓1 → 𝜓2)

M (或 �M 𝜓1 → 𝜓2 )，即 𝜓M
1 → 𝜓M

2 (或 �M 𝜓1 →�M 𝜓2 )。

IV. 𝜙M = (¬𝜓)M (或 �M ¬𝜓 )，即 ¬(𝜓M) (或 ¬ �M 𝜓 )。

V . 𝜙M = (∃𝑥𝜓)M (或 �M ∃𝑥𝜓 )，即 ∃𝑥(𝑥 ∈M ∧ 𝜓M) (或 ∃𝑥 ∈M �M 𝜓 )。

若 𝜙是句子，𝜙M也称为，𝜙在M中真，或M是 𝜙的模型。

对类A (即公式 𝜙 )，定义 𝐴在类M中的相对化AM为 {𝑥 ∈M|𝜙M(𝑥)}。
对运算 (包括函数) F (即公式 𝜓 )，𝑥 ∈M，定义 FM(𝑥)为唯一的 𝑦 ∈M以

满足 𝜙M(𝑥, 𝑦)。

引理 A.22 对句子集 𝑆, 𝑇、类 M，如果由 𝑇 可证明 M ̸= 0 及 𝑆M，则

Con(𝑇 )→ Cons(𝑆)。

证明 见引理 3.3。

引理 A.23 外延公理在传递类M中真。

证明 外延公理在M下相对化，
(︁
∀𝑥∀𝑦

(︀
∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑥↔ 𝑥 ∈ 𝑦)→ 𝑥 = 𝑦

)︀)︁M

=

∀𝑥 ∈ M∀𝑦 ∈ M
(︀
∀𝑧 ∈ M(𝑧 ∈ 𝑥 ↔ 𝑧 ∈ 𝑦) → 𝑥 = 𝑦

)︀
。由外延公理容易证明该命

题。

引理 A.24 若对所有公式 𝜙 (设其中至多含自由变元 𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 )，有

∀𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 ∈M
(︀{︀
𝑥 ∈ 𝑧

⃒⃒
𝜙M(𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

}︀
∈M

)︀
则每个分离公理例式在M中真。

证明 对任意公式 𝜙(𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)，我们证明它的分离公理例式在M下

的相对化：

∀𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 ∈M∃𝑦 ∈M∀𝑥 ∈M
(︀
𝑥 ∈ 𝑦 ↔ 𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝜙M(𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

)︀
.

(A.0.1)

给定 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 ∈M。令 𝑦 =
{︀
𝑥 ∈ 𝑧

⃒⃒
𝜙M(𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

}︀
。由题设条件，𝑦 ∈

M。而对任意 𝑥 ∈M，显然有 𝑥 ∈ 𝑦当且仅当，𝑥 ∈ 𝑧且 𝜙M(𝑥, 𝑧, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)。
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引理 A.25 若M是传递的，则幂集公理在M中真，当且仅当

∀𝑥 ∈M∃𝑦 ∈M(𝒫(𝑥) ∩M ⊆ 𝑦)。

证明 题设条件等价于

∀𝑥 ∈M∃𝑦 ∈M∀𝑧 ∈M(𝑧 ⊆ 𝑥→ 𝑧 ∈ 𝑦). (A.0.2)

而幂集公理在M下相对化是

∀𝑥 ∈M∃𝑦 ∈M∀𝑧 ∈M
(︀
(𝑧 ⊆ 𝑥)M → 𝑧 ∈ 𝑦

)︀
. (A.0.3)

因此只需证明 ∀𝑥, 𝑦 ∈M
(︀
𝑥 ⊆ 𝑦 ↔ (𝑥 ⊆ 𝑦)M

)︀
。也即 𝑥 ⊆ 𝑦对𝑀 绝对 (见之后定

义 A.29)。而这对传递类M总成立。

给定任意 𝑥, 𝑦 ∈M。

(𝑥 ⊆ 𝑦)M = ∀𝑧 ∈M(𝑧 ∈ 𝑥→ 𝑧 ∈ 𝑦)

𝑥 ⊆ 𝑦 → (𝑥 ⊆ 𝑦)M 总成立。假设 (𝑥 ⊆ 𝑦)M。考虑任意 𝑧 ∈ 𝑥。由M 传递及

𝑥 ∈M，𝑧 ∈M，故 𝑧 ∈ 𝑦。

引理 A.26 (a)若 ∀𝑥, 𝑦 ∈ M∃𝑧 ∈ M(𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝑦 ∈ 𝑧)，则对集公理在M中

真。

(b)若 ∀𝑥 ∈M∃𝑧 ∈M(
⋃︀
𝑥 ⊆ 𝑧)，则并集公理在M中真。

证明 容易证明。

引理 A.27 若对每个公式 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)，所有 𝐴,𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 ∈ M，

有：

∀𝑥 ∈ 𝐴∃!𝑦 ∈M𝜙M(𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

→ ∃𝑌 ∈M
(︀{︀
𝑦|∃𝑥 ∈ 𝐴𝜙M(𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

}︀
⊆ 𝑌

)︀
. (A.0.4)

那么，每个替换公理例式在M中真。

证明 只需证明替换公理例式的相对化：

∀𝐴,𝑤1 . . . ∀𝑤𝑛 ∈M
[︁
∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩M∃!𝑦 ∈M𝜙M(𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)

→ ∃𝑌 ∈M∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩M∃𝑦 ∈M(𝑦 ∈ 𝑌 ∧ 𝜙M(𝑥, 𝑦, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)
]︁
. (A.0.5)

有题设条件容易验证。
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引理 A.28 M ⊆WF则良基公理在M上真。

证明 良基公理的相对化：

∀𝑥 ∈M
(︁
∃𝑦 ∈M(𝑦 ∈ 𝑥)→ ∃𝑦 ∈M

(︀
𝑦 ∈ 𝑥∧ ≠ ∃𝑧 ∈M(𝑧 ∈ 𝑥∧𝑧 ∈ 𝑦)

)︀)︁
. (A.0.6)

我们只需要取 𝑦 ∈M ∩ 𝑥中的 ∈极小元。

定义 A.29 (绝对性) 对类A (即公式 𝜙 )、类M ⊆ N：

𝜙对M,N绝对，即 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈M
(︀
𝜙M ↔ 𝜙N

)︀
；𝜙对M绝对即 𝜙对M,V

绝对。

对函数 F(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)， 𝐹 对M,N 绝对，当且仅当公式 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑦

绝对，也即对任意 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ M，若 F(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ M则 FM(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

F(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)。

定义 A.30 递归定义 ∆0公式：

I. 𝑥 ∈ 𝑦和 𝑥 = 𝑦是 ∆0公式。

II.若 𝜙, 𝜓是 ∆0公式，则 ¬𝜙和 𝜙 ∧ 𝜓也是 ∆0公式。

III.若 𝜙是∆0公式，则 ∃𝑥 ∈ 𝑦𝜙和 ∀𝑥 ∈ 𝑦𝜙也是∆0公式。

定理 A.31 对每个 ∆0公式 𝜙，若M是传递的，则 𝜙对M绝对。

证明 通过对 ∆0公式归纳证明。

定理A.32 若M ⊆ N且公式𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)、运算F(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)和G𝑖(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)

( 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 )对M,N绝对，则公式 𝜙(G1(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), . . . ,G𝑛(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚))和运算

F(G1(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), . . . ,G𝑛(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚))也对M,N绝对。

证明 为方便起见，取 𝑛 = 𝑚 = 1。若 𝑦,G(𝑦) ∈M，则(︁
𝜙
(︀
G(𝑦)

)︀)︁M

↔ 𝜙M
(︀
GM(𝑦)

)︀
↔ 𝜙M

(︀
GN(𝑦)

)︀
↔ 𝜙N

(︀
GN(𝑦)

)︀
↔

(︁
𝜙
(︀
G(𝑦)

)︀)︁N

.

(A.0.7)

类似地，

FM
(︀
GM(𝑦)

)︀
= FM

(︀
GN(𝑦)

)︀
= FN

(︀
GN(𝑦)

)︀
. (A.0.8)

定理 A.33 R是 A上良基二元关系，且任意 𝑥 ∈ A的 R前驱组成的类{︀
𝑦

⃒⃒
R(𝑦, 𝑥)

}︀
是集合。F : A×V ↦→ V。递归定义G : A ↦→ V试满足

∀𝑥 ∈ A
(︁
G(𝑥) = F

(︀
𝑥,G � pred(A, 𝑥,R)

)︀)︁
.

令M是 ZF − P的传递模型，且假设：
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(1) F,R和A对M绝对。

(2) (A中元素的R前驱是集合 )M且

∀𝑥 ∈M
(︀
pred(A, 𝑥,R) ⊆M

)︀
. (A.0.9)

那么，G对M绝对。

证明 注意，R = R ∩ (M×M) (R对M绝对)在AM = A ∩M上也是良

基的，即 (R在A上良基 )M。又因为M是 ZF − P的模型，我们可以在M用超

穷递归定理定义GM : AM ↦→M使，

∀𝑥 ∈ AM
(︁
GM(𝑥) = FM

(︀
𝑥,GM �M predM(AM, 𝑥,RM)

)︀
(A.0.10)

我们归纳证明，对任意 𝑥 ∈ AM，GM(𝑥) = G(𝑥)。反设存在 𝑥 是集合
{︀
𝑥 ∈

AM
⃒⃒

GM(𝑥) ̸= G(𝑥)
}︀
的 R 极小元。则 GM �M predM(AM, 𝑥,RM) = GM �

pred(A, 𝑥,R) = G � pred(A, 𝑥,R) (其中第一个等式由 �, pred及A,R对M绝对

和(A.0.9))。又由 F绝对性，得GM(𝑥) = G(𝑥)。矛盾。

由于ON对 ZF − P的传递模型绝对，∈是其中的良基关系，我们有下述推
论：

定理 A.34 若M是 ZF− P的传递模型，运算G对M绝对，则对 ON递

归定义的运算 F(𝛼) = G(F � 𝛼)也对M绝对。

定理 A.35 以下各项对 ZF−P传递模型绝对：

(1) 𝑥 ∈ 𝑦； (13)
⋃︀
𝑥； (25) 𝑥是后继序数；

(2) 𝑥 = 𝑦； (14)
⋂︀
𝑥； (26) 𝑥是有穷序数；

(3) 𝑥 ⊆ 𝑦； (15) 𝑧是有序对； (27) 𝜔；

(4) {𝑥, 𝑦}； (16) 𝐴×𝐵； (28) 𝑛 (对所有 𝑛 ∈ 𝜔 )；

(5) {𝑥}； (17) 𝑅是关系； (29) 𝑥是有穷的；

(6) ⟨𝑥, 𝑦⟩； (18) dom(𝑅)； (30) 𝐴𝑛；

(7) 0； (19) ran(𝑅)； (31) 𝐴<𝜔；

(8) 𝑥 ∪ 𝑦； (20) 𝑅是函数； (32) 𝑅是 𝐴上的良序；

(9) 𝑥 ∩ 𝑦； (21) 𝑅(𝑥) ( 𝑅指类)； (33) 𝛼 + 𝛽；

(10) 𝑥 ∖ 𝑦； (22) 𝑅是一一的； (34) rank(𝑥)。

(11) 𝑆(𝑥)； (23) ON；

(12) 𝑥是传递的； (24) 𝑥是极限序数；

证明 略。其中 (1)、(2)对任意类绝对。只有 (34)引用到定理 A.33。
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引理 A.36 令类M和N满足M ⊆ N。令 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛为一组子公式封闭的

公式；则下述 (a)、(b)等价：

(a) 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛对M,N绝对。

(b)若 𝜙𝑖为形式 ∃𝑥𝜙𝑗(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙) (之多有自由变元 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙)，则

∀𝑦1, . . . , 𝑦𝑙 ∈M
(︁
∃𝑥 ∈ N𝜙N

𝑖 (𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙)→ ∃𝑥 ∈M𝜙N
𝑗 (𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙)

)︁
. (A.0.11)

证明 (Kunen, 1980)136

定理 A.37 (返身定理) 对任意 𝛼，𝑍(𝛼)是集合，Z是类，且满足

(1) 𝛼 < 𝛽 → 𝑍(𝛼) ⊆ 𝑍(𝛽)。

(2)若 𝛾是极限序数，则 𝑍(𝛾) =
⋃︀

𝛼<𝛾 𝑍(𝛼)。

(3) Z =
⋃︀

𝛼∈ON 𝑍(𝛼)。

则对任意公式 𝜙，任意序数 𝛼，存在 𝛽 > 𝛼，使 𝜙对 𝑍(𝛽),Z绝对。

证明 (Kunen, 1980)137

定理 (AC) A.38 Z是传递类，𝜙是句子，则有：

∀𝑋 ⊆ Z
[︁
𝑋 是传递的 → ∃𝑀

[︀
𝑋 ⊆𝑀 ∧ (𝜙𝑀 ↔ 𝜙Z)∧

𝑀 是传递的 ∧ card(𝑀) ≤ max(𝜔, card(𝑋))
]︀]︁

证明 (Kunen, 1980)140

定义 A.39 首先定义集合论语言符号上的函数 ℎ，令 ℎ(∀) = 0，ℎ(∈) = 2，

ℎ(() = 1，ℎ()) = 3，ℎ(¬) = 5，ℎ(→) = 7，ℎ(≈) = 9，ℎ(𝑣𝑖) = 9 + 2𝑖 ( 1 ≤ 𝑖 ∈ 𝜔
)。其次，对集合论表达式 (集合论语言符号的任意序列)长度递归定义其上的函

数 ♯，使对任意单个符号 𝛼令 ♯(𝛼) = ⟨ℎ(𝛼)⟩，对长度为 𝑛的表达式 𝛽 及符号 𝛼令

♯(𝛽𝛼) = ♯(𝛽)⌢♯(𝛼)。1

定义运算 En′(𝑓, 𝐴, 𝑛)为：

1实在论者可以将上述定义看作规定了集合论语言上的一个函数，ℎ, ♯及集合论语言的构件

是V以外的对象。反实在论者可以将上述定义可看作规定了一个缩写方式，如 𝑥 = ♯(𝑣1 = 𝑣2)即

𝑥 = ⟨11, 9, 13⟩。出现 ♯, ℎ等函数符号的公式仍然是集合论语言中的公式。另外，上述 ℎ(≈) = 9中

的 ≈指集合论语言中的等号，=是元语言的谓词。在本文其他地方根据语境一般不会产生歧义

故不作特别区分。
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En′(𝑓, 𝐴, 𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{𝑠 ∈ 𝐴𝑛|𝑠(𝑖) = 𝑠(𝑗)} 若 𝑓 = ♯(𝑣𝑖 ≈ 𝑣𝑗)，

{𝑠 ∈ 𝐴𝑛|𝑠(𝑖) ∈ 𝑠(𝑗)} 若 𝑓 = ♯(𝑣𝑖 ∈ 𝑣𝑗)，

𝐴𝑛 ∖ En′(♯𝛽, 𝐴, 𝑛) 若 𝑓 = ♯(¬𝛽)，

En′(♯𝛽, 𝐴, 𝑛) ∩ En′(♯𝛾, 𝐴, 𝑛) 若 𝑓 = ♯(𝛽 ∧ 𝛾)，

{𝑠 ∈ 𝐴𝑛|∃𝑡 ∈ En′(♯𝛽, 𝐴, 𝑛+ 1)(𝑡 � 𝑛 = 𝑠)} 若 𝑓 = ♯(∃𝑣𝑛+1𝛽)，

∅ 否则。

定义 En(𝑚,𝐴, 𝑛) = En′(𝑔(𝑚), 𝐴, 𝑛)。1

定义 Df(𝐴, 𝑛) = {En(𝑚,𝐴, 𝑛)|𝑚 ∈ 𝜔}。

引理 A.40 对任意至多含自由变元 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛的公式 𝜙，有以下定理：

∀𝐴
[︀
{𝑠 ∈ 𝐴𝑛|𝜙𝐴(𝑠(1), . . . , 𝑠(𝑛))} ∈ Df(𝐴, 𝑛)

]︀
。

证明 对公式 𝜙长度归纳证明。

定理 A.41 card(Df(𝐴, 𝑛)) ≤ 𝜔。

定理 A.42 Df、En对 ZF− P的传递模型是绝对的。

B 基于可构成集的一致性证明

定义 B.1 由 𝐴中元素在 𝐴中可定义的 𝐴的子集：

𝒟(𝐴) =
{︀
𝑋 ⊆ 𝐴

⃒⃒
∃𝑛 ∈ 𝜔∃𝑠 ∈ 𝐴𝑛∃𝑅 ∈ Df(𝐴, 𝑛+ 1)[𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅}]

}︀
。

引理 B.2 对任意至多含自由变元 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑥的公式 𝜙，有以下定理：

∀𝐴∀𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ 𝐴
[︀
{𝑥 ∈ 𝐴|𝜙𝐴(𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑥)} ∈ 𝒟(𝐴)

]︀
。

证明 由引理A.40及定义B.1，取 𝑛 = 𝑘、𝑠 = ⟨𝑣1, . . . , 𝑣𝑘⟩可得。

引理 B.3 对任意 𝐴，

(a) 𝒟(𝐴) ⊆ 𝒫(𝐴)。

(b)若 𝐴是传递的，则 𝐴 ⊆ 𝒟(𝐴)。

(c) (AC) card(𝐴) ≥ 𝜔 → card(𝒟(𝐴)) = card(𝐴)。

1根据定理A.15(d)，存在双射 𝑔 : 𝜔 ↦→ 𝜔<𝜔。注意，这里可以不用选择公理。
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证明 (a)由定义B.1可得。

对 (b)。由引理B.2对任意 𝑣 ∈ 𝐴，{𝑥 ∈ 𝐴|(𝑥 ∈ 𝑣)𝐴} ∈ 𝒟(𝐴)。𝑥 ∈ 𝑣对 𝐴绝

对且 𝐴是传递的，则 𝑣 ⊆ 𝐴，则 𝑣 ∈ 𝒟(𝐴)。

对 (c)。给定𝐴 ≥ 𝜔。由推论A.41，card(Df(𝐴, 𝑛+1)) ≤ 𝜔。参见定义B.1、A.13，

由定理A.15 (需 AC )，得

card(𝒟(𝐴)) ≤ card(𝜔 × 𝐴<𝜔 ×Df(𝐴, 𝑛+ 1)) = card(𝐴)。

由引理B.2，∀𝐴({𝑥} ∈ 𝒟(𝐴))，故 card(𝒟(𝐴)) ≥ card(𝐴)。

定义 B.4 对 𝛼 ∈ ON递归定义 𝐿(𝛼)：

(a) 𝐿(0) = ∅。
(b) 𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼))。

(c)对极限序数，𝐿(𝛼) =
⋃︀

𝛿<𝛼 𝐿(𝛿)。

定义 L =
⋃︀
{𝐿(𝛼)|𝛼 ∈ ON}。

引理 B.5 对任意序数 𝛼：(a) 𝐿(𝛼) 是传递的。(b) 对任意序数 𝛿 ≤ 𝛼 有

𝐿(𝛿) ⊆ 𝐿(𝛼)。

证明 对 𝛼归纳：

I. 𝛼 = 0。由定义B.4，𝐿(0) = 0，(a)成立。对任意 𝛿 ≤ 𝛼，𝛿 = 0，(b)成立。

II. 𝛼 = 𝛽 + 1。由定义B.4， 𝐿(𝛼) = 𝒟(𝐿(𝛽))。由归纳假设， 𝐿(𝛽) 是传递的，

再由引理B.3，𝐿(𝛽) ⊆ 𝐿(𝛼) ⊆ 𝒫(𝐿(𝛽))。对任意 𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)， 𝑥 ∈ 𝒫(𝐿(𝛽))，即

𝑥 ⊆ 𝐿(𝛽) ⊆ 𝐿(𝛼)。故 (a)。又由归纳假设，∀𝛿 ≤ 𝛽(𝐿(𝛿) ⊆ 𝐿(𝛼))，而𝐿(𝛽) ⊆ 𝐿(𝛼)，

故 (b)。

III. 𝛼是极限序数。对任意 𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)，存在 𝛽 < 𝛼，𝑥 ∈ 𝐿(𝛽) (参见定义B.4)。由

归纳假设，𝐿(𝛽)传递，则 𝑥 ⊆ 𝐿(𝛽)，故 (a)。由定义B.4得 (b)。

定义 B.6 对任意 𝑥 ∈ L，定义 𝑥的 L-rank (即 𝜌(𝑥) )为：最小的序数 𝛽以满

足 𝑥 ∈ 𝐿(𝛽 + 1)。

引理 B.7 (a)对任意序数 𝛼，𝐿(𝛼) ∩ON = 𝛼。

(b)对任意序数 𝛼，𝛼 ∈ L且 𝜌(𝛼) = 𝛼。

证明 对 𝛼归纳证(a)：

I. 𝛼 = 0。𝐿(0) ∩ON = 0。

II. 𝛼 = 𝛽+1。根据归纳假设 𝐿(𝛽)∩ON = 𝛽。又由 𝐿(𝛽) ⊆ 𝐿(𝛼) ⊆ 𝒫(𝐿(𝛽)) (见引

理B.5证明)，的 𝛽 ⊆ 𝐿(𝛼)∩ON ⊆ 𝒫(𝐿(𝛽))∩ON ⊆ 𝛼。现还需证 𝛼 ⊆ 𝐿(𝑎)∩ON，

对此只需证 𝛽 ∈ 𝐿(𝑎)。
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根据定理A.20，∀𝑥(𝑥 ∈ ON ↔ 𝜙(𝑥))，其中 𝜙(𝑥)即 𝑥是传递的且 ∈是 𝑥上

的线序。参见定义A.1、A.5及A.30，𝜙是 ∆0 公式。由引理B.5，𝐿(𝛽)是传递的，

又由定理A.31，𝜙对 𝐿(𝛽)绝对。因此

𝛽 = 𝐿(𝛽) ∩ON = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛽)|𝜙(𝑥)} = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛽)|𝜙𝐿(𝛽)(𝑥)}。

由引理B.2，𝛽 ∈ 𝒟(𝐿(𝛽)) = 𝐿(𝛼)。

III. 𝛼是极限序数。由归纳假设，对任意 𝛿 ∈ 𝛼有 𝐿(𝛿) ∩ON = 𝛿。则

𝐿(𝛼) ∩ON =
⋃︁
𝛿<𝛼

𝐿(𝛿) ∩ON =
⋃︁
𝛿<𝛼

(𝐿(𝛿) ∩ON) =
⋃︁
𝛿<𝛼

𝛿 = 𝛼。

对 (b)。由 (a)，对任意序数 𝛼，𝛼 ∈ 𝛼 + 1 ⊆ 𝐿(𝛼 + 1) ⊆ L。且若存在 𝛿 ≤ 𝛼

有 𝛼 ∈ 𝐿(𝛿)，则 𝛼 ∈ 𝐿(𝛿) ∩ON = 𝛿。与序数定义矛盾。

引理 B.8 𝐿(𝛼) ∈ 𝐿(𝛼 + 1)。

引理 (AC) B.9 对任意序数 𝛼 ≥ 𝜔，card(𝐿(𝛼)) = card(𝛼)。

证明 由引理B.7，𝛼 ⊆ 𝐿(𝛼)，故 card(𝛼) ≤ card(𝐿(𝛼))。

对 𝛼 ≥ 𝜔归纳证 card(𝐿(𝛼)) ≤ card(𝛼)：

I. 𝛼 = 𝜔。对自然数归纳容易证明，任意 𝑛 ∈ 𝜔 有 card(𝐿(𝑛)) < 𝜔。𝐿(𝜔) =⋃︀
𝑛∈𝜔 𝐿(𝑛)，故 card(𝐿(𝜔)) ≤ 𝜔。

II. 𝛼 = 𝛽 + 1。由归纳假设 card(𝐿(𝛽)) ≤ card(𝛽) = card(𝛼)。又 card(𝐿(𝛽)) ≥
card(𝛽) ≥ 𝜔)，应用引理B.3，得 card(𝐿(𝛼)) = card(𝒟(𝐿(𝛽))) = card(𝐿(𝛽))。故

card(𝐿(𝛼)) ≤ card(𝛼)。

III. 𝛼 > 𝜔且是极限序数。利用归纳假设与 I.类似可证。

定理 B.10 (ZF)L。

证明 存在公理。0 ∈ L。

外延公理。对任意 𝑥 ∈ L，即存在 𝛼，有 𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)。由引理B.5，𝐿(𝛼)是传递

的，故 𝑥 ⊆ 𝐿(𝛼) ⊆ L。故 L是传递的。由引理A.23，外延公理在 L中真。

良基公理。由定理A.20，L ⊆ V = WF。再由引理A.28，良基公理在 L中

真。

分离公理模式。由引理A.24，需证每个公式 𝜙 (设其中至多含有自由变元

𝑥, 𝑧, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 )都有

∀𝑧, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ L
(︀
{𝑥 ∈ 𝑧|𝜙L} ∈ L

)︀
。

32



给定 𝑧, 𝑣1, . . . 𝑣𝑛 ∈ L。根据定义B.4及引理B.5不妨设 𝑧, 𝑣1, . . . 𝑣𝑛 ∈ 𝐿(𝛼)。根据定

义B.4及引理B.5，应用定理A.37：存在 𝛽 > 𝛼，有 ∀𝑥, 𝑧, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝐿(𝛽)(𝜙𝐿(𝛽) ↔
𝜙L)。由 𝑧, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝐿(𝛽)，因而 𝑥 ∈ 𝑧 → 𝑥 ∈ 𝐿(𝛽)，可得

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑧|𝜙L} =
{︀
𝑥 ∈ 𝐿(𝛽)

⃒⃒
(𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝜙𝐿(𝛽))

}︀
。

由引理B.2，𝐴 ∈ 𝒟(𝐿(𝛽)) = 𝐿(𝛽 + 1) ⊆ L。

对集公理。由引理A.26，只需证 ∀𝑥, 𝑦 ∈ L∃𝑧 ∈ L(𝑥 ∈ 𝑧 ∧ 𝑦 ∈ 𝑧)。不妨设

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿(𝛼)，则取 𝑧 =

{𝑥, 𝑦} = {𝑧 ∈ 𝐿(𝛼)|(𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦)𝐿(𝛼)} ∈ 𝒟(𝐿(𝛼)) = 𝐿(𝛼 + 1) ⊆ L。

并集公理。由引理A.26，只需证 ∀𝑋 ∈ L∃𝑌 ∈ M(
⋃︀
𝐴 ⊆ 𝑌 )。不妨设

𝑋 ∈ 𝐿(𝛼)，取 𝑌 =
⋃︀
𝑋 = {𝑥|∃𝑍(𝑍 ∈ 𝑋 ∧ 𝑥 ∈ 𝑍)}。由于 𝐿(𝛼) 是传递的，

(𝑍 ∈ 𝑋 ∧ 𝑥 ∈ 𝑍) → 𝑍 ∈ 𝐿(𝛼) ∧ 𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)。因此 𝑌 = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)|∃𝑍 ∈ 𝐿(𝛼)(𝑍 ∈
𝑋 ∧ 𝑥 ∈ 𝑍)} ⊆ 𝐿(𝛼 + 1) ⊆ L。

替换公理。由引理A.27，需证对每个公式𝜙 (设其中含有自由变元𝑥, 𝑧, 𝐴, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛)，

任意 𝐴,𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 ∈ L，满足：若

∀𝑥 ∈ 𝐴∃!𝑦 ∈ L𝜙L (B.0.12)

则

∃𝑌 ∈ L
(︀
{𝑦|∃𝑥 ∈ 𝐴𝜙L} ⊆ 𝑌

)︀
(B.0.13)

假设 (B.0.12)，令 𝛼 =
⋃︀
{𝜌(𝑦) + 1|∃𝑥 ∈ 𝐴𝜙L}。取 𝑌 = 𝐿(𝛼)。由引理B.8，

𝑌 ∈ 𝐿(𝛼 + 1) ⊆ L。故 (B.0.13)。

无穷公理。由引理B.7，𝜔 ∈ L。

幂集公理。由引理A.25，只需证 ∀𝑋 ∈ L∃𝑌 ∈ L(𝒫(𝑋) ∩ L ⊆ 𝑌 )。给定

𝑋 ∈ L，令 𝛼 =
⋃︀
{𝜌(𝑥) + 1|𝑥 ∈ 𝒫(𝑋) ∩ L}。取 𝑌 = 𝐿(𝛼) ∈ L。

注 B.11 ZF是一个无穷的公理集。定理B.10是一个定理模式。即，对每条

ZF公理 𝛿均有 𝛿L。

定义 B.12 (可构成公理) 可构成公理V = L，即 ∀𝑥∃𝛼(𝑥 ∈ 𝐿(𝛼))。

引理 B.13 函数 𝐿(𝛼)对 ZF传递模型是绝对的。

证明 首先证明函数 𝒟 (见定义B.1)是绝对的。令公式 𝜙为

𝑋 ∈ 𝑌 ↔
(︁
𝑋 ⊆ 𝐴∧∃𝑛 ∈ 𝜔∃𝑠 ∈ 𝐴𝑛∃𝑅 ∈ Df(𝐴, 𝑛+1)

(︀
𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅}

)︀)︁
。
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则 𝒟(𝐴) = 𝑌 当且仅当 ∀𝑋𝜙。现欲证：∀𝐴, 𝑌 ∈M(∀𝑋 ∈M𝜙M ↔ ∀𝑋𝜙)。对此

需证：𝜙对M绝对 (B.13.1)；∀𝐴, 𝑌 ∈M(∀𝑋 ∈M𝜙↔ ∀𝑋𝜙) (B.13.2)。

(B.13.1)。由定理A.31、A.32、A.35及A.42，现还需证明𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈
𝑅)} 对 M 绝对。令 𝜓 =

(︀
𝑥 ∈ 𝑋 ↔ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅)

)︀
。则 𝑋 = {𝑥 ∈

𝐴|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅)}当且仅当 ∀𝑥𝜓。类似的，我们现在需证：𝜓对M绝对 (B.13.1.1)；

∀𝐴,𝑅, 𝑠,𝑋 ∈M(∀𝑥 ∈M𝜓 ↔ ∀𝑥𝜓) (B.13.1.2)。

类似的，对 (B.13.1.1)，我们只需证 𝑠⌢𝑡 对M 是绝对的。根据定义A.10，

𝑓 = 𝑠⌢𝑡当且仅当 𝑓 是函数且

dom(𝑓) = dom(𝑠)+dom(𝑡)∧ 𝑓 � dom(𝑠) = 𝑠∧∀𝛿 ∈ dom(𝑡)
(︀
𝑓(dom(𝑠)+𝛿) = 𝑡(𝛿)

)︀
。

根据定义A.4，其中 𝑓 � dom(𝑠) = 𝑓∩(dom(𝑠)×ran(𝑓))。由定理A.31、A.32及A.35得

𝑠⌢𝑡对M是绝对的。

对 (B.13.1.2)，←方向显然。对→方向只需证 ¬𝜓 → 𝑥 ∈M。若 ¬𝜓，则或
者 𝑥 ∈ 𝑋 或者 𝑥 ∈ 𝐴。而 𝐴,𝑋 ∈M且M传递，故 𝑥 ∈M。

M是 ZF传递模型，若 𝐴 ∈M，则 𝒟(𝐴)中元素(即由 𝐴中元素在 𝐴中定义

的 𝐴的子集)也在M中。再由类似 (B.13.1.2)的方法可证 (B.13.2)。

故𝒟对M绝对。而 𝐿(𝛼)由𝒟对ON递归定义，由定理A.34 𝐿(𝛼)绝对。

定理 B.14 (V = L)L。

证明 对任意 𝑥 ∈ L，(由定义B.4)存在 𝛼 ∈ ON，有 𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)。由引理B.7，

该 𝛼 ∈ L；又由引理B.13， (𝑥 ∈ 𝐿(𝛼))L。故 ∀𝑥 ∈ L∃𝛼 ∈ L(𝑥 ∈ 𝐿(𝛼))L，即

(V = L)L (参见定义B.12)。

定理 B.15 若M是传递真类且 ZFM
，则 L = LM ⊆M。

证明 首先证明 ON ⊆ M。给定任意 𝛼 ∈ ON，由于M是真类，则M *
𝑅(𝛼) (参见定义A.18)。因此存在 𝑥 ∈M且 𝑥 /∈ 𝑅(𝛼)，则 rank(𝑥) ≥ 𝛼。𝑀 是传递

的，由定理A.35，函数 rank对M绝对，故 rank(𝑥) ∈M。再由M传递得 𝛼 ∈M。

注 B.16 严格地说，定理B.15并不是一个 ZF的内定理。ZFM 是一个无穷

句子集。但事实上在证明过程中，我们只用到了 ZF中有穷条公理，不妨令 𝜒是

这些公理的合取。因此，我们可以证明一个更强的命题：M是传递真类，且 𝜒𝑀，

则 L ⊆M。本文中还有多处遇到类似情况，例如定理B.20。
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M 是 ZF 的传递模型，故 𝐿(𝑎) 和 ON 对 M 绝对 (定理B.13、A.35)。又

ON ⊆M，则任意 𝐿(𝛼) ∈M，则 𝐿(𝛼) ⊆M。因此有：

LM = {𝑥 ∈M|(∃𝛼 ∈ ON(𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)))M}

= {𝑥 ∈M|∃𝛼 ∈ ON𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)}

=
⋃︁
{𝐿(𝛼)|𝛼 ∈ ON}

= L ⊆M。

定义 B.17 𝑜(𝑀) = 𝑀 ∩ON

引理 B.18 若𝑀 是传递集，则 𝑜(𝑀) ∈ ON且是不属于𝑀 的最小的序数。

证明 参见定义A.5及定义B.17。只需证，对任意序数 𝛼, 𝛽，若 𝛼 /∈ 𝑀 且

𝛼 < 𝛽，则 𝛽 /∈𝑀。假设 𝛽 ∈𝑀，由𝑀 传递，则 𝛼 ∈𝑀。矛盾。
反设 𝑜(𝑀) ∈ 𝑀。𝑜(𝑀)是序数，则 𝑜(𝑀) ∈ 𝑜(𝑀)。矛盾。而存在 𝛼 < 𝑜(𝑀)

有 𝛼 /∈𝑀 与 𝑜(𝑀)定义矛盾。

定理 B.19 对任意传递集𝑀，若 ZF𝑀
，则 𝐿(𝑜(𝑀)) = L𝑀 ⊆𝑀。

证明 𝑀 是传递的，由引理B.18，𝑜(𝑀)是序数。对任意序数 𝛼，存在序数

𝛽 = 𝑆(𝛼)有 𝛼 ∈ 𝑆(𝛼) (ZF定理)。而 ZF𝑀，则对任意序数 𝛼 ∈ 𝑀 ⊆ 𝑜(𝑀)存在

序数 𝛽 ∈ 𝑜(𝑀)。则 𝑜(𝑀)是极限序数。由定义B.4，𝐿(𝑜(𝑀)) =
⋃︀

𝛼<𝑜(𝑀) 𝐿(𝛼) =⋃︀
𝛼∈𝑀 𝐿(𝛼)。与定理B.15类似，

L𝑀 = {𝑥 ∈𝑀 |(∃𝛼(𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)))𝑀} =
⋃︁

𝛼∈𝑀

𝐿(𝛼)。

故 𝐿(𝑜(𝑀)) = L𝑀 ⊆𝑀。

定理 B.20 (a)若M是传递真类且 (ZF + V = L)M，则M = L。

(b)对任意传递集𝑀，若 (ZF + V = L)𝑀，则𝑀 = 𝐿(𝑜(𝑀))。

证明 (V = L)M，即 (∀𝑥(𝑥 ∈ L))M，即 ∀𝑥 ∈M(𝑥 ∈ LM)，也即M ⊆ LM。

显然 LM ⊆M，即M = LM。又由定理B.15，M = L，得 (a)。

类似的，由 (V = L)𝑀 可得𝑀 = L𝑀。再由定理B.19，𝐿(𝑜(𝑀)) = L𝑀 = 𝑀，

得 (b)。

定义 B.21 对序数 𝛼递归定义 𝐿(𝛼)上良序 C𝛼：

I . C0 = 0。

II .给定 C𝛼，定义 𝐿(𝑆(𝛼))上序 C𝑆(𝛼)，满足对任意 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿(𝑆(𝛼))，𝑋 C𝑆(𝛼) 𝑌

当且仅当
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(a) 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿(𝛼) ∧𝑋 C𝛼 𝑌，或

(b) 𝑋 ∈ 𝐿(𝛼) ∧ 𝑌 /∈ 𝐿(𝛼)，或

(c) 𝑋, 𝑌 /∈ 𝐿(𝛼) ∧ [(𝑛𝑋 < 𝑛𝑌 ) ∨ (𝑛𝑋 = 𝑛𝑌 ∧ 𝑠𝑋 C𝑛𝑋
𝛼 𝑠𝑌 ) ∨ (𝑛𝑋 = 𝑛𝑌 ∧ 𝑠𝑋 =

𝑠𝑌 ∧𝑚𝑋 < 𝑚𝑌 )]。

其中 𝑛𝑋、C𝑛
𝛼、𝑠𝑋、𝑚𝑋定义如下：

𝑋 ∈ 𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼))时，𝑛𝑋 为最小的 𝑛 ∈ 𝜔满足，

∃𝑠 ∈ 𝐿(𝛼)𝑛∃𝑅 ∈ Df(𝐿(𝛼), 𝑛+ 1)
(︀
𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅}

)︀
。

根据定义B.1，总存在相应 𝑛。

令 C𝑛
𝛼为 𝐿(𝛼)𝑛上字典序，即对任意 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐿(𝛼)𝑛：

𝑠C𝑛
𝛼 𝑡↔ ∃𝑘 < 𝑛

(︀
𝑠 � 𝑘 = 𝑡 � 𝑘 ∧ 𝑠(𝑘)C𝛼 𝑡(𝑘)

)︀
。

可以归纳证明 C𝛼是 𝐿(𝛼)上的良序，因而 C𝑛
𝛼是 𝐿(𝛼)𝑛上的良序。

𝑋 ∈ 𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼))时， 𝑠𝑋 为 𝐿(𝛼)𝑛𝑋 中满足以下条件的 C𝑛𝑋
𝛼 最小

元：

∃𝑅 ∈ Df
(︀
𝐿(𝛼), 𝑛𝑋 + 1

)︀(︀
𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)|𝑠⌢⟨𝑥⟩ ∈ 𝑅}

)︀
。

由定义B.1，存在满足该条件的 𝑠，由于 C𝑛𝑋
𝛼 是良序，存在最小的 𝑠。

𝑋 ∈ 𝐿(𝛼 + 1) = 𝒟(𝐿(𝛼))时，𝑚𝑋 为最小的𝑚 ∈ 𝜔满足

𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐿(𝛼)|𝑠⌢
𝑋 ⟨𝑥⟩ ∈ En

(︀
𝑚,𝐿(𝛼), 𝑛𝑋

)︀
}。

同样由定义B.1，𝑚𝑋也存在。

不难看出，(c)的想法是，对 𝜌(𝑋) = 𝜌(𝑌 ) = 𝛼的 𝑋, 𝑌，首先比较其定义中

所需用到的 𝐿(𝛼)中元素的个数，若相同再比较定义所需元素序列的字典序，若

仍相同则比较定义所需“最小”公式的大小，若全部相同则 𝑋 = 𝑌。

III.若 𝛼是极限序数，令 C𝛼为{︀
⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝐿(𝛼)× 𝐿(𝛼)|𝜌(𝑥) < 𝜌(𝑦) ∨

(︀
𝜌(𝑥) = 𝜌(𝑦) ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ C𝑆(𝜌(𝑥))

)︀}︀
。

引理 B.22 V = L→ AC。

证明 对任意𝑋 (∈ V)，有𝑋 ∈ L。由定义B.4，存在 𝛼有 𝑥 ⊆ 𝐿(𝛼)。由B.21，

C𝛼是 𝐿(𝛼)上良序，因而也是 𝑋上良序 (检查良序定义)。

定理 B.23 若V = L，则对任意无穷序数 𝛼有 𝒫(𝐿(𝛼)) ⊆ 𝐿(𝛼+) ( 𝛼+定义

参见A.17)。
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证明 由定理B.20可以找到 ZF + V = L中一个有穷公理集 (令其合取为 𝜒)

满足

∀𝑀
(︀
𝑀是传递的 ∧ 𝜒𝑀 →𝑀 = 𝐿(𝑜(𝑀))

)︀
(B.0.14)

给定任意 𝐴 ∈ 𝒫(𝐿(𝛼)) (𝐴 ⊆ 𝐿(𝛼))。令 𝑋 = 𝐿(𝛼) ∪ {𝐴}。则 𝑋 传递。由定

理B.9，card(𝑋) = card(𝐿(𝛼)) = card(𝛼)。由定理A.38 (令其中 Z = V)，存在𝑀，

满足

𝑋 ⊆𝑀 ∧ (𝜒𝑀 ↔ 𝜒V) ∧𝑀 是传递的 ∧ card(𝑀) ≤ max(𝜔, card(𝑋))。

由 V = L，得 𝜒V，因而 𝜒𝑀。又由𝑀 是传递的及(B.0.14)，得𝑀 = 𝐿(𝑜(𝑀))。

card(𝑋) = card(𝛼) ≥ 𝜔，故 card(𝑀) = card(𝑋) = card(𝛼)。则 card
(︀
𝑜(𝑀)

)︀
≤

card(𝑀) < 𝛼+。因此有

𝐴 ∈ 𝑋 ⊆𝑀 = 𝐿(𝑜(𝑀)) ⊆ 𝐿(𝛼+)。

推论 B.24 V = L→ GCH。

证明 给定任意基数 𝜅 ≥ 𝜔。由引理B.7，𝒫(𝜅) ⊆ 𝒫(𝐿(𝜅))；由定理B.23，

𝒫(𝐿(𝜅)) ⊆ 𝐿(𝜅+)。因此 𝒫(𝜅) ⊆ 𝐿(𝜅+)。由引理B.9及引理B.22，card(𝐿(𝜅+)) =

𝜅+。因此，2𝜅 ≤ 𝜅+。又由定理A.16及定义A.17，𝜅+ ≤ 2𝜅。故 2𝜅 = 𝜅+。

推论 B.25 (AC + GCH)L。

证明 由定理B.14、引理B.22及推论B.24可得。

推论 B.26 Cons(ZF)→ Cons(ZFC + GCH)。

证明 由推论B.10、B.25及引理A.22可得。
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