关于意外考试悖论
背景知识——宣告逻辑的语法与语义简介：
语法
令N是非空有限的集合， P是命题变项的集合。

语言LN（P）的公式定义如下：
（1）p( P是公式;

（2）如果φ是公式，则(φ也是公式；

（3）如果φ、ψ都是公式，则φ(ψ是公式；
（4）如果φ是公式，则Knφ是公式；

（5）如果φ是公式，则Cφ是公式；

（6）如果φ是公式，则[φ] ψ是公式；

只有通过有限次运用上述规则形成的符号串才是公式。
其公理及推理规则如下：

所有的重言式都是公理
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⊢φ , ⊢φ ( ψ ⇒ ⊢ψ
⊢φ ⇒ ⊢Knφ
⊢φ ⇒ ⊢Cφ
⊢φ ⇒ ⊢[φ]φ
⊢χ ( [φ]ψ , ⊢χ ( φ( Eψ ⇒ ⊢χ ( [φ]Cψ。

这个逻辑不是正规的。[q]q是有效的，[p ( (Kp](p ( (Kp)非有效。

语义
一个认知模型M = <S,∼,V>包括一个非空论域S，可及函数∼：N(P(S×S)（记∼(n)为∼n， ∼n为等价关系）和赋值V : P( P(S)。
如果M一个认知模型，s(D(M),那么我们称(M ,s)为一个认知状态。

任给一个认知模型M= <S,∼,V>，s(D(M)，定义满足关系如下：

M, s⊨ p      当且仅当  p( P
M, s⊨(φ     当且仅当  M, s⊭φ
M, s⊨φ(ψ    当且仅当  M, s⊨φ并且M, s⊨ψ
M, s⊨Knφ     当且仅当  对所有的t ( M : t∼n s，都有 M, t ⊨φ
M, s⊨Cφ      当且仅当  对所有的t ( M : t∼Ns，都有M, t ⊨φ
M, s⊨ [φ] ψ    当且仅当  如果M, s⊨φ则M |φ， s ⊨φ
其中∼N为∪n(N∼的传递闭包；M |φ为<S′, ∼n′,V′>：

S′={ s′( S |M, s′⊨φ}，∼n′ =∼n∩(S′×S′)，V p′ = V p∩S′。
称φ在M上是有效的 当且仅当 任给s(D(M)，都有M, s⊨φ。
下面引入几个概念：

定义1：一个公式φ is successful 当且仅当[φ]φ是有效的。

一个公式φ is unsuccessful 当且仅当[φ]φ不是有效的。

定义2：任给公式φ、认知状态(M, s)，
φ is successful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ>φ，
φ is unsuccessful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ>(φ，
前一种情况下我们称φ是在认知状态(M, s)的一个成功更新（successful update）。

后一种情况下我们称φ是在认知状态(M, s)的一个失败更新（unsuccessful update）。

定义3：任给公式φ、认知状态(M, s)，

φ is individually successful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ> Knφ
φ is generally successful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ>Eφ
φ is publicly successful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ> Cφ。
φ is individually unsuccessful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ> Kn(φ
φ is generally unsuccessful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ>E(φ
φ is publicly unsuccessful in (M, s) 当且仅当M, s⊨<φ> C(φ。

命题1：[φ]φ是有效的 当且仅当 [φ]Cφ是有效的。
实际上[φ]φ、[φ] Knφ、[φ]Eφ、[φ]Cφ在有效性上是互相等价的。

推论：[φ]φ是有效的 当且仅当φ ( [φ]Cφ是有效的。

此推论表明一个successful公式,如果它是真的，那么一旦被宣布，它就会成为公共知识。

下面讨论意外考试悖论：
The scenario is the following:
In the kind of school where you get exactly one exam every week, a teacher announces to his class: “This week, the exam will be a surprise.” It is commonly understood that an exam comes as a surprise if you do not know, the eveningbefore, that it is given the next day.

A smart student, called Marilyn, reasons as follows.

“Suppose the exam is given on Friday. In that case, come Thursday evening, I will not have gotten an exam yet, and I will know that it must be on Friday,which means that it would not be a surprise. So, it is not on Friday. Suppose that it is on Thursday. Then, on Wednesday evening I will know that it must be on Friday or on Thursday. I know it is not on Friday, so it must be on Thursday:

again, it would not be a surprise. So Thursday is out as well. I can repeat

this argument excluding all the other days of the week. So I will not get a surpriseexam; in fact, I will not get an exam at all!”
The teacher gives the exam on Wednesday, surprising all students in the class. So, the teacher was right after all. What went wrong with Marilyn’s reasoning?
首先介绍一下对此悖论研究存在的一个整体状况。我认为Timothy Y Chow在“The surprise examination or unexpected hanging paradox”一文中叙述的两段话比较适合说明这种状况。现摘录如下：“The meta-paradox consists of two seemingly incompatible facts. The first is that the surprise exam paradox seems easy to resolve. Those seeing it for the first time typically have the instinctive reaction that the flaw in the students' reasoning is obvious. Furthermore, most readers who have tried to think it through have had little difficulty resolving it to their own satisfaction. 
The second (astonishing) fact is that to date nearly a hundred papers on the paradox have been published, and still no consensus on its correct resolution has been reached. The paradox has even been called a "significant problem" for philosophy [30, chapter 7, section VII]. How can this be? Can such a ridiculous argument really be a major unsolved mystery? If not, why does paper after paper begin by brusquely dismissing all previous work and claiming that it alone presents the long-awaited simple solution that lays the paradox to rest once and for all? ” 
下面介绍对此悖论的几个比较有代表性的观点：
首先是奎因，奎因指出在K的论证过程中用了归谬法，但归谬的内容不是宣告本身，而且归谬过程假设了K知道宣告的内容。他认为通过K不能知道宣告为真，得出结论“这个宣告不真”，是一个诉诸于无知的论证。一旦认清了这一点，我们就可以知道这个论证仅仅证明了K不能知道这个宣告，我们只要简单的同意并且接受这种无知就可以了。之后 Shaw认为奎因的观点不是解决了这个悖论，只是回避了它。他认为可以为学校表述出两个规则。

规则1：下一学期有个考试。

规则2：考试在下述意义下是不可被期望的（不可被预知）：在考试当天的前夕，学生不可能由规则1推出这天将要要考试。

他得出结论说原来的悖论是由规则1和下面的这条规则引起的，

规则2*：考试将在这样的一天举行，学生不能由规则1和2*在其前夕推出这天要考试。通过应用规则1和2*可以排除下周的每一天。一旦我们认识到2*是自指称的，悖论就被解决了。自指称一般会导致矛盾，比如说谎者悖论，但并非总是如此。关键是像2*这样的自指称是不是合理的。F.Fitch就从纯逻辑的角度运用证明不完性定理的方法（在LPA中）把2*给形式化了，并且从2*推出了其否命题，证明了2*确实是自我矛盾的。但是尽管这样还有很多人不同意这种分析。理由大体上有两点：一是Fitch的分析没能解释考试实际举行之后老师的宣布好像又被证实了的事实。二是如果老师本来没有作出这个宣布，只是突然举行这个考试的话，好像不会引起什么悖论，因此这里麻烦不仅仅是宣布的能容，宣布的行为也应该起着非常重要的作用。纯逻辑的分析似乎忽视了这一点。
上面的例子大体上体现了解决悖论的两个方向：一个是认识论的角度；一个是自指称的角度。

下面重点从动态认知逻辑的角度分析这个悖论。
令命题变项mo、tu、we、 th、fr分别表示考试将会在星期一举行、考试将会在星期二举行、考试将会在星期三举行、考试将会在星期四举行、考试将会在星期五举行。这样下周有个考试就可以表示为：E = (mo((tu((we((th((fr)( ((mo(tu((we((th((fr)(((mo((tu(we((th((fr)(((mo((tu((we(th((fr)(((mo((tu((we((th(fr)。
考试对学生来说是意外的有两种解释：一是在学生现有知识的基础上，他不可能提前知道（或者说推不出）考试哪天举行；二是学生即使听到了这个宣告也不会提前知道考试哪天举行。第一种解释可以在我们已经给出的语言中被形式化。但第二中解释不可以，因为这种解释涉及到自指称。
考试的意外性可以表示为：
S = (mo((Kamo)((tu([(mo](Katu)((we([(mo][(tu](Kawe)((th([(mo][(tu] [(we](Ka th) ((fr([(mo][(tu][(we][(th](Ka fr)。
老师宣告的内容就可以表示为E(S，这儿的关键是E(S is not successful for a。设若不然，即[E(S]KaE(S，由前面给出的规则可以推出KaE(S(Ka((mo((tu((we((th((fr)，进而可以推出KaE(S( Ka⊥，因此(KaE(S。这就证明了E(S is not successful for a。或者更确切的说，S is not successful for a。

从语义上看，a的认知状态的改变可以作如下描述：

{mo、tu、we、 th、fr} 
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 {mo、tu、we、 th}

但是下面的转变是不合法的
{mo、tu、we、 th} 
[image: image2.wmf]¾¾®

 {mo、tu、we}；因为a在{mo、tu、we、 th}时不知道考试是否以外，尽管他刚被告知如此。
综上所述学生的推导过程是不合理的，似乎正如奎因所说他犯了“模态版”的诉诸无知论据的错误。
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