
复合谓词的逻辑系统*

有两类不同的谓词：性质谓词和类谓词。一阶逻辑把两者

都作为类谓词来处理，有时是不合适的。本文在一阶逻辑的基

础上，区别性质谓词与类谓词，构造更为精细的逻辑系统。并

对由此产生的问题作一些简单的讨论。

1  基本思想

我们来看一个熟悉的例子，考虑“蚂蚁是动物”到“大蚂

蚁是大动物”的推理。用 R, Q, F 分别表示蚂蚁、动物和大的，

则“蚂蚁是动物”和“大蚂蚁是大动物”分别表示为

x(R(x)Q(x))，

x(F(x)R(x)F(x)Q(x))。

从一阶逻辑可知，

x(R(x)Q(x))到x(F(x)R(x)F(x)Q(x))

的推理是正确的，但“蚂蚁是动物”到“大蚂蚁是大动物”的

推理是错误的。

有一种方法可以避免以上矛盾。这种方法认为“大蚂蚁”

中的“大”和“大动物”中的“大”是不同的，分别用 F, G 表

示，则“大蚂蚁是大动物”就表示为

x(F(x)R(x)G(x)Q(x))。

显然

x(R(x)Q(x))到x(F(x)R(x)G(x)Q(x))

的推理并不是正确的。

推广到一般情况，这种方法是不合适的，因为修饰不同的

类的“大”都是不同的，需要用不同的符号来表示，实际上是

行不通的。而且认为有许多不同的“大”，也不符合人们的直观。
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实际上不是有不同的“大”，而是同一个“大”在不同的类

上的作用不一样。所以，不应该将复合谓词“大蚂蚁”化归为

“大”和“蚂蚁”，而是应该直接去刻画复合谓词“大蚂蚁”。

为了刻画复合谓词，我们采用区分性质谓词和类谓词的方

法，并遵照以下原则：

原则一  个体只和类谓词相联系。在原子公式 R(t)中，R 只

能是类谓词。

原则二  性质谓词可以与类谓词复合得到新的类谓词。性

质谓词 F 与类谓词 R 的复合记为 F◦R。

原则三  F◦R 是 R 的限制，即 F◦R 刻画的类是 R 刻画的类

的子类。

除了性质谓词限制类谓词这种复合以外，还有同类谓词间

的复合，这样的复合本文称为联接，主要有交()、并()和非

()，如“高大”(“高”和“大”的交)、“中小学生”(“中学

生”和“小学生”的并)、“不大”(“大”的非)等。

对于性质谓词的联接来说，因为类谓词没有改变，所以性

质谓词的联接可以化归为单个性质谓词。具体的化归是：

((FG)◦R)(x)等值于(F◦R)(x)(G◦R)(x)，

((FG)◦R)(x)等值于(F◦R)(x)(G◦R)(x)，

((F)◦R)(x)的情况稍为复杂，它不等值于(F◦R)(x)，而是

等值于(F◦R)(x)R(x)。

对于类谓词的复合来说，因为类谓词已经改变，所以性质

谓词的作用改变了。这种改变是如此强烈，以至性质谓词限制

类谓词的联接，

(F◦(RQ))(x), (F◦(RQ))(x), (F◦(R))(x)

与性质谓词限制单个类谓词

(F◦R)(x), (F◦Q)(x)
毫无逻辑上的关系。

然而，类谓词的联接如果不被性质谓词所限制，还是可以

化归为单个类谓词的。具体如下：

(RQ)(x)等值于 R(x)Q(x)，
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(RQ)(x)等值于 R(x)Q(x)，

(R)(x)等值于R(x)。

因此，我们处理复合谓词的另两条原则是：

原则四  类谓词可以与类谓词联接得到新的类谓词。

原则五  类谓词的联接如果不被性质谓词所限制，可以化

归为单个类谓词。

2  公理系统和语义解释

从一个非逻辑符号是常量和一元谓词的(不带等词的)一阶

语言出发，进行精细化，得到复合谓词的形式语言。将一元谓

词精细成以下几部分：

(1) 基本类谓词；

(2) 性质谓词；

(3) 限制号 ◦；

(4) 联接号  、、；

(5) 辅助符号  (，)。

在复合谓词形式语言中，可以定义类谓词如下：

(1) 基本类谓词是类谓词；

(2) 如果 F 是性质谓词，R 是类谓词，则(F◦R)是类谓词；

(3) 如果 R, Q 是类谓词，则(RQ), (RQ), (R)是类谓词。

(2)和(3)分别是原则二和原则四在形式语言中的体现。

项、公式等的定义除原子公式稍有差异外，其它同一阶逻

辑。原子公式的定义是：

如果 t 是项，R 是类谓词，则 R(t)是原子公式。

它依据的是原则一。

因为复合谓词形式语言是一阶形式语言的精细化，所以它

的语义也是一阶语义的精细化。

定义 1  结构  一个结构是一个有序三元组 A = <D, , >，

其中 D 是非空集合，是全体常量的集合到 D 的映射，是全体

类谓词的集合到 P(D)的映射，满足：

(1) 任给类谓词 R, Q，都有
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(R) = D \ (R)，

(RQ) = (R)(Q)，

(RQ) = (R)(Q)。

(2) 任给类谓词 R 和性质谓词 F，都有

(F◦R)  (R)  D；

(3) 任给类谓词 R, Q 和性质谓词 F，都有

如果(R) = (Q)，则(F◦R) = (F◦Q)。

的性质(1)是原则五在语义上的体现，的性质(2)是原则二

和原则三在语义上的体现。

令 = {(R) | R 是类谓词}，任给性质谓词 F，由的性质(3)，

可以构造到的映射

(F)：  (F)((R)) = (F◦R)。

(F)就是性质谓词 F 在结构 A 中的解释。

定义 2  赋值  A = <D, , >是结构，A 上的一个赋值 V 是

全体变元的集合到 D 的映射。

定义 3  解释  一个解释是有序对 = <A, V>，其中 A 是结

构，V 是 A 上的赋值。

设 A= <D, , >是结构， = <A, V>是解释。任给项 t，如果

t 是变元，记 V(t)为(t)，如果 t 是常量，记(t)为(t)。任给类谓

词 R，记(R)为(R)。

定义 4  满足   = <A, V>是解释，R(t)是原子公式， |= R(t) 

(称为满足 R(t))定义如下：

 |= R(t) 当且仅当 (t)(R)。

用和一阶逻辑同样的方法，可将满足关系扩充为 |= (称为满

足)，其中是任何公式，。

和一阶逻辑类似，当是闭公式时，可以直接说一个结构 A

满足 (记为 A |= )。

对于带一个自由变元的公式(x)和 D 中的元素 d，也可以类

似地定义 A |= [d]。

定义 5  有效式  是公式，如果任给解释，都有 |= ，

则称是有效式。
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以下是复合谓词逻辑的公理系统 CQL。它有四组公理：

(1) 一阶逻辑的所有公理。

(2) 化归公理。对任何类谓词 R, Q，

x((R)(x)R(x))，

x((RQ)(x)R(x)Q(x))，

x((RQ)(x)R(x)Q(x))。

(3) 限制公理。对任何性质谓词 F 和类谓词 R，

x((F◦R)(x)R(x))。

(4) 等值公理。对任何性质谓词 F 和类谓词 R, Q，

x(R(x)Q(x))x((F◦R)(x)(F◦Q)(x))，

和两个推演规则：

(1) 分离规则。从和得到。

(2) 概括规则。从得到x。

公理(2)和公理(3)分别是原则五和原则三在公理系统中的体

现。

证明、内定理等概念同一阶逻辑。

3  一致性和完全性

定理 1  一致性  任何内定理都是有效式。

证  直接验证公理都是有效式和验证推演规则保持有效性

不变。公理(1)和推演规则的验证同一阶逻辑，公理(2)、公理(3)

和公理(4)分别根据结构中的性质(1)、性质(2)和性质(3)。■

CQL 的完全性仿照一阶逻辑，对于极大和谐的 Hintikka 集

，构造解释，使得任给公式，都有

 |= 当且仅当。
引理 1  A = <D, , >，是极大和谐的 Hintikka 集。如果 A

满足以下条件：

(1) D 是全体项的集合；

(2) 任给常量 c，都有(c) = c；

(3) 任给类谓词 R，都有(R) = {t | R(t)}，

则 A 是一个结构。
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证  只需证有结构定义中的性质(1)、性质(2)和性质(3)。

(1) 任给类谓词 R, Q，任给 tD，由公理(2)得：

t(RQ) 当且仅当 (RQ)(t)
当且仅当 R(t)且 Q(t)
当且仅当 t(R)且 t(Q)

当且仅当 t(R)(Q)，

t(RQ) 当且仅当 (RQ)(t)
当且仅当 R(t)或 Q(t)
当且仅当 t(R)或 t(Q)

当且仅当 t(R)(Q)，

t(R) 当且仅当 (R)(t)
当且仅当 R(t)
当且仅当 R(t)
当且仅当 t(R)

当且仅当 tD \ (R)。

因此，任给类谓词 R, Q，都有

(RQ) = (R)(Q)，

(RQ) = (R)(Q)，

(R) = D \ (R)。

(2) 任给类谓词 R 和性质谓词 F，任给 tD，

如果 t(F◦R)，则(F◦R)(t)，
由公理(3)得 R(t)，所以 t(R)。

因此，任给类谓词 R 和性质谓词 F，都有

(F◦R)  (R)  D。

(3) 任给类谓词 R, Q 和性质谓词 F，如果(R) = (Q)，则任

给 tD，都有

R(t) 当且仅当 Q(t)，
所以

x(R(x)Q(x))，

由公理(4)得

x((F◦R)(x)(F◦Q)(x))，
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所以

(F◦R)(t)当且仅当(F◦Q)(t)，
因此(F◦R) = (F◦Q)。■

引理 2  是极大和谐的 Hintikka 集，则存在解释，使得

任给原子公式 R(t)，都有 |= R(t)当且仅当 R(t)。
证  取引理 1 中的结构 A，取赋值 V 满足任给变元 x，都

有 V(x) = x，构造解释 = <A, V>。满足：

任给项 t，都有(t) = t，任给类谓词 R，都有

(R) = {t | R(t)}。

因此，

 |= R(t) 当且仅当 (t)(R)

当且仅当 t(R)

当且仅当 R(t)。
■

在引理 2 的基础上，和一阶逻辑一样用归纳法可以证明：

引理 3  是极大和谐的 Hintikka 集，则存在解释，使得

任给公式，都有 |=  当且仅当 。■

也和一阶逻辑一样可以得到：

定理 2  完全性  任何有效式都是内定理。■

4  全谓词和拟类谓词

个体 x 有性质 F 这样的句子是有歧义的，它的真假依赖于

考虑的范围，如 x 是一只大蚂蚁，是句子“x 是大的”，如果考

虑的范围是蚂蚁，为真，如果考虑的范围是动物，为假。

为了表达这样的句子，我们用一个特殊的谓词来表示范围

(也就是结构中的定义域)。

在形式语言中加上一个特殊的基本类谓词 A(称为全谓词)，

它有以下特点：

(1) 在语法上它和其它基本类谓词没有区别；

(2) 在语义中要求：任给结构 A = <D, , >，都有(A) = D；

(3) 在公理系统中加上关于 A 的特殊公理：xA(x)。
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这样我们就得到了 CQL 的扩充 CQLA。

在 CQLA中，我们就能用(F◦A)(t)来无歧义的表示“t 有性质

F”这样的句子。

有些性质谓词是可以当作类谓词的，如性质谓词“黑”可

以当作类谓词处理，将“x 是黑蚂蚁”理解为“x 是蚂蚁且 x 是

黑的”是不会出问题的。这样的性质谓词称为拟类谓词，以下

是它的严格定义。

定义 6  拟类谓词  A = <D, , >是结构，F 是性质谓词。

如果存在 D 的子集 E，使得任给类谓词 R，都有(F◦R) = E(R)，

则称 F 是相对于 A 的拟类谓词。

定义 7  拟类公式  F 是性质谓词，A 是结构，(x)是公式。

如果任给类谓词 R，都有

A |= x((F◦R)(x)(x)R(x))，

则称(x)是 F 的相对于 A 的拟类公式。

对于固定的结构 A，可以省略“相对于 A 的”，直接说 F

是拟类谓词和(x)是 F 的拟类公式。

F 有拟类公式是 F 是拟类谓词的充分条件。

引理 4  任给公式(x), (x)，都有

A |= x((x)(x))

当且仅当

{d | A |= [d]} = {d | A |= [d]}。

■

引理 5  A |= x((F◦R)(x)(x)R(x)) 当且仅当

(F◦R) = {d | A |= (x)[d]}(R)。

证  因为(F◦R) = {d | A |= (F◦R)(x)[d]}，

(R) = {d | A |= R(x)[d]}

{d | A |= (x)R(x)[d]}

= {d | A |= (x)[d]}{d | A |= R(x)[d]}，

所以

{d | A |= (F◦R)(x)[d]} = {d | A |= (x)R(x)[d]}

当且仅当
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(F◦R) = {d | A |= (x)[d]}(R)。

因此

A |= x((F◦R)(x)(x)R(x))

当且仅当

{d | A |= (F◦R)(x)[d]} = {d | A |= (x)R(x)[d]}

当且仅当

(F◦R) = {d | A |= (x)[d]}(R)。

■

定理 3  如果 F 有拟类公式(x)，则 F 是拟类谓词。

证  任给类谓词 R，都有

A |= x((F◦R)(x)(x)R(x))，

由引理 5 得(F◦R) = {d | A |= (x)[d]}(R)。

取 E = {d | A |= (x)[d]}，则任给类谓词 R，都有

(F◦R) = E(R)。

因此 F 是拟类谓词。■

对于 CQL 来说，拟类谓词 F 不一定有拟类公式。对于 CQLA

来说，拟类谓词 F 一定有拟类公式。

定理 4  对 CQLA来说，如果 F 是拟类谓词，则 F 有拟类

公式。

证  对于全谓词 A，有

(F◦A) = E(A) = ED = E，

任给类谓词 R，都有

(F◦R) = E(R)

= (F◦A)(R)

= {d | A |= (F◦A)(x)[d]}(R)，

由引理 5 得 A |= x((F◦R)(x)(F◦A)(x)R(x))。

因此，(F◦A)(x)是 F 的拟类公式。■

5  讨论

一、内涵和外延。

一般认为谓词都有内涵和外延，谓词的外延组成了一个类。
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这说明了，认为谓词有外延实际上已经将谓词作为类谓词了。

因为性质谓词不能作为类谓词，所以性质谓词没有外延。

性质谓词 F 的内涵 con(F)是什么？它是 F 在类谓词上的作用，

也就是 CQL 的语义中的(F)。

类谓词 R 的外延记为 ext(R)。所有类谓词外延的集合记为

EXTc，即

EXTc = {ext(R) | R 是类谓词}。

则 con(F)就是 EXTc到 EXTc映射，满足任给类谓词 R，都有

con(F)(ext(R))  ext(R)。

所以可简单的说：性质谓词的内涵是类谓词外延到类谓词外延

的映射。

通常将类谓词的内涵看作可能世界到外延的映射。对内涵

的这种清晰的描述是建立在不清晰的可能世界上的，这种描述

仍然没能说清楚内涵到底是什么，而且和直观对内涵的理解相

距甚远。

和直观理解较为一致的一种看法是：类谓词的内涵是它的

外延(是一个类)的性质。这种看法在 CQL 的语义中精确化为：

类谓词的内涵是所有性质谓词在它的外延上的作用。

记所有性质谓词内涵的集合为 CONp。即

CONp = {con(F) | F 是性质谓词}。

则类谓词 R 的内涵 con(R)就是 CONp 到 EXTc 的映射，满足任给

性质谓词 F，都有

con(R)(con(F)) = con(F)(ext(R))。

所以可以简单的说：类谓词的内涵是性质谓词内涵到类谓词外

延的映射。

项 t 的外延 ext(t)是个体，原子公式 R(t)的外延 ext(R(t))是真

值，而且

ext(R(t)) =真 当且仅当 ext(t)ext(R)。

原子公式 R(t)的内涵 con(R(t))是

{con(F)| ext(t)con(F)(ext(R))}，

它是 CONp 的一个子集。所以可以简单的说：原子公式的内涵是

http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP
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性质谓词内涵的子集。

最后来看项 t 的内涵 con(t)，它是个体 ext(t)的性质，因为

ext(t)的性质依赖于它所属的类，所以严格的说，项的内涵是它

的外延在每一个类中的性质。

记所有原子公式内涵的集合 CONf，即

CONf = {con(R(t)) | R(t)是原子公式}。

则项 t 的内涵 con(t)就是 EXTc 到 CONf的映射，满足任给类谓词

R，都有

con(t)(ext(R)con(F)) = con(R(t))。

所以可以简单的说：项的内涵是类谓词外延到原子公式内涵的

映射。

二、推广。

将多元谓词看作有序组的类谓词，很容易将 CQL 推广到多

元谓词。但是，多元谓词除了复合、联接以外，还有一种一元

谓词所没有的运算：从 n1 元谓词生成 n 元谓词。如从二元谓

词“朋友”生成一元谓词“所有人的朋友”。

在一阶逻辑中，是用带自由变元的公式定义新谓词的方法

来处理这类问题的，如用 S 表示“朋友”，则公式yS(x, y)定义

的新谓词就是“所有人的朋友”。

在 CQL 及其推广中使用这样的方法是不行的，因为虽然我

们仍可以用公式定义新谓词，但一般我们无法用公式定义性质

谓词和新谓词的复合。因此，我们必须在谓词层次而不是在公

式层次定义“生成”这种运算。只有解决了这个问题，我们才

能真正地将 CQL 推广到多元谓词。

三、精细。

除性质谓词外，还有一些谓词对于不同的类的作用也是不

同的，如“骑马”(动作)、“会骑马”(能力)、“骑过马”(经历)

等，它们对于类“小孩”和“人”的作用就是不一样。设 x 是

一个小孩，可能 x 是骑马的小孩，而不是骑马的人，所以“x 骑

马”是有歧义的，无歧义的句子是“x 是骑马的小孩”、“x 是骑

马的人”等。类似地，不能简单地说“x 会骑马”、“x 骑过马”
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等。

这类谓词在 CQL 中可以像性质谓词一样处理，所以我们可

以推广性质谓词的含义，将这类谓词也包括在性质谓词之中，

它们和“大”、“黑”那样的性质谓词不同，是一种复合的性质

谓词。

我们可以进一步将 CQL 中的性质谓词精细化，在新的逻辑

系统中更细致地处理表示动作、能力、经历等复合的性质谓词。

当然，这样的精细要比从一阶逻辑到 CQL 的精细复杂的多。这

种精细化的过程可以不断地继续下去，我们就能得到在刻画自

然语言方面越来越细致的逻辑系统。

CQL 还是一个相当简单的系统，但它给出了一种新的方法

(精细化)，这个方向的研究大有可为。
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