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1. 引言

一个理论 T 是完全的 ⇒ 对 T 的任意两个模型M,N，M ≡ N .

一个理论 T 是?? 的 ⇒ 对 T 的任意两个模型M,N，M ∼= N .

Löwenheim-Skolem 定理
对任可数语言上的理论 T，如 T 有无穷模型，则对任 κ ≥ ℵ0，存在
M ⊨ T，|M| = κ.

理论 T 的任意两个模型M,N 都有M ∼= N ⇒ T 只有有限模型.
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1. 引言

退一步：
一个理论 T 是?? 的 ⇒ 对 T 的任意两个模型M,N，如 |M| = |N | 则
M ∼= N .

定义

对任基数 κ，如果理论 T 的任意两个模型M,N 都满足：
|M| = |N | ⇒ M ∼= N，称 T 是 κ− 范畴的（κ−categorical）。

不同的基数 κ 对“T 是 κ− 范畴的”是否有什么不同的要求？
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1. 引言

事实上，对所有不可数基数 κ，这样的“要求”是相同的：

Morley 定理
设 T 为可数语言上的完全理论，如果存在 κ > ℵ0 使得 T 是 κ− 范畴
的，则对任 λ > ℵ0，T 是 λ− 范畴的。

事实

T 是 ℵ0− 范畴的 ̸⇒ 对任 λ ≥ ℵ0，T 是 λ− 范畴的.
对 κ > ℵ0,T 是 κ− 范畴的 ̸⇒ T 是 ℵ0− 范畴的.

如何证明 Morley 定理？对强极小理论的研究是如何从 Morley 定
理的证明中产生的？
有限模型理论的启示：对每一种可以用一阶语言描述的性质、关
系，在一个模型中都只有有限多个元素能够满足之。
把无穷模型理论具有的这种有限性严格化表达，就是“强极小”。
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2. 强极小理论的基本性质

对结构M，a1, ..., an ∈ M，公式 ϕ(x1, ..., xn)，如果对M 上赋值 ρ，
ρ(x1/a1, ..., xn/an) ⊨ ϕ(x1, ..., xn)，我们简记为M ⊨ ϕ(a).

定义

设M 是一个结构，对任 n ∈ N，对任 D ⊆ Mn，如果存在 L− 公
式 ϕ(x1, ..., xn, y1, ..., ym), b1, ..., bm ∈ M，
D = {(a1, ..., an)|M ⊨ ϕ(a1, ..., an, b1, ..., bm)}，则称 D 是可定义集
（definable set），记 D 为 ϕ(M, b1, ..., bm) 或 ϕ(M, b).
对可定义集 ϕ(M, b)，和任 A ⊆ M，如 b ∈ A，称 ϕ(M, b) 是
A-可定义集。

例

设M 是一个结构，则
Mn, ∅ 是在M 上可定义的，且是 ∅-可定义的；
对任有限集 D ⊆ Mn，D 是可定义的，从而 Mn 的任一余有限子集
也是可定义的。
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2. 强极小理论的基本性质

定义

设M 是一个结构，且 |M| ≥ ω，如M 上任意可定义集的都是有
穷或余有穷的，称M 是一个极小结构（minimal structure）。
设M 是一个结构，如对任结构M′ ≡ M，都有M′ 是极小结构，
则称M 是强极小结构（strong minimal structure）。
如理论 T 的任一模型都是极小的，称 T 是强极小理论（strong
minimal theory）。

显然

T 强极小 ⇔ ∀M ⊨ T,M 强极小；
如 T 完全，T 强极小 ⇔ ∃M ⊨ T 强极小。
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2. 强极小理论的基本性质

引理 2.1
设 T 为强极小理论，则对任公式 ϕ(x, y)，存在 nϕ ∈ N，对任M ⊨ T，
对任 b ∈ M，|ϕ(M, b)| ≤ nϕ 或 |M \ ϕ(M, b)| ≤ nϕ.

证明.
令语言 L′ = L ∪ {b1, ..., b|y|} (b ̸∈ L)，对任 n ∈ N，定义 L′-公式
σn = ∃>nxϕ(x, b) ∧ ∃>nx¬ϕ(x, b)，令 T′

= T ∪ {σn|n ∈ N+}.
设引理不成立，则对任 n ∈ N+，存在Mn ⊨ T 和 c ∈ Mn，使得
|ϕ(Mn, c)| > n 且 |Mn \ ϕ(Mn, c)| > n，知Mn ⊨ T ∪ {σ1, ..., σn}，故
对任 n ∈ N+，T ∪ {σ1, ..., σn} 可满足，显然有 T′

任一有穷子集都可
满足，由紧致性定理，存在M ⊨ T′

，从而 ϕ(M, c) 无穷且余无穷，与
T 强极小矛盾。
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2. 强极小理论的基本性质

定理 2.2
设 T 为强极小理论，则对任公式 ϕ(x, y)，存在公式 ψ(y)，使得对任
M ⊨ T 和 b ∈ M，ϕ(M, b) 无穷 ⇔ M ⊨ ψ(b)。

证明.
如 |x| = n > 1，则对任M ⊨ T 和 b ∈ M，存在 i ∈ {1, ..., n} s.t.

ϕ(M, b) 无穷
⇔ {a|M ⊨ ϕ(a, b)} 无穷
⇔ {ai|M ⊨ ∃x1...∃xi−1∃xi+1...∃xnϕ(ai, b)} 无穷
⇔ ∃x1...∃xi−1∃xi+1...∃xnϕ(M, b) 无穷.
故不失一般性，可设 |x| = 1，记为 x，由引理 2.1，存在 nϕ ∈ N，
ϕ(M, b) 有限 ⇔ |ϕ(M, b)| ≤ nϕ ⇔ ¬∃>nϕxϕ(a, b)，故 ϕ(M, b) 无穷
⇔ ∃>nϕxϕ(a, b)。

以后，对这样的 ψ(y)，我们记为 ∃∞xϕ(x, y)。
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3. 拟形

定义

设 X 是一个集合，映射 cl : P(X) → P(X) 如满足下列条件，称为 X 上
有限闭包运算（finitary closure operation）：

扩张性：A ⊆ cl(A)；
单调性：A ⊆ B ⇒ cl(A) ⊆ cl(B)；
幂等性：cl(cl(A)) = cl(A)；
有限性：a ∈ cl(A) ⇒ 存在有限集 A′ ⊆ A s.t. a ∈ cl(A′)。

例

设 V 是一个线性空间，cl(A) = {β|β 可由 A 中向量线性表出 }，则 cl
是 V 上有限闭包运算。
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3. 拟形

定义

设M 是一结构
对任 S ⊆ M，对任 a ∈ M，如果存在有限集 D ⊆ M s.t. a ∈ D 且
D 是 S-可定义的，则称 a 是 S 上代数（algebraic over S）；
M 上代数闭包运算（algebraic closure operation）
acl : P(M) → P(M) 定义为：acl(S) = {a ∈ M|a 是 S 上代数 }。

命题 3.1
对任结构M，M 上代数闭包运算 acl 是一个闭包运算。

证明.
扩张性，单调性显然；
有限性：对任 S ⊆ M，对任 a ∈ acl(S)，知存在公式 ϕ(x, y)，存在
b ∈ S s.t. a ∈ ϕ(M, b)，知 a ∈ acl(b) 且 {b} 有限，由 S, a 任意性，acl
有有限性。
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3. 拟形

证明.3.1. 续.
幂等性：由扩张性，只需证 acl(acl(S)) ⊆ acl(S)：
对任 a ∈ acl(acl(S))，知存在公式 ϕ(x, y)，b ∈ acl(S)，ϕ(a, b) 且
ϕ(M, b) 有限，设 |ϕ(M, b)| = k；对每个 bi ∈ b 知存在公式 ψi(yi, zi)，
ci ∈ S，M ⊨ ψi(bi, ci) 且 ψi(M, ci) 有限，构造公式 χ(x, z1, ..., z|b|) 为：
∃y(ϕ(x, y) ∧ ¬∃>kxϕ(x, y) ∧

∧
{ψi(yi, zi)|i = 1, ..., |b|})，则

M ⊨ χ(a, c1, ..., c|b|) 且 χ(M, c1, ..., c|b|) 有限，知 a ∈ acl(S)。
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3. 拟形

定义

设 X 是一集合，cl 是 X 上有限闭包运算，如对任 S ⊆ X，对任
a, b ̸∈ cl(S)，a ∈ cl(S ∪ {b}) ⇔ b ∈ cl(S ∪ {a})，则称 (X, cl) 是一个拟
形（pregeometry）。

例

设 V 是一个线性空间，cl(A) = {β|β 可由 A 中向量线性表出 }，则
(V, cl) 是一个拟形。
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3. 拟形

命题 3.2
设M 是一个强极小结构，则 (M, acl) 是一个拟形。

证明.
对任 S ⊆ X，对任 a, b ̸∈ cl(S)，设 a ∈ cl(S ∪ {b})，知存在 L ∪ S-公式
ϕ(x, y)，a ∈ ϕ(M, b) ⊆ acl(S ∪ {b})，且 ϕ(M, b) 有限，设
|ϕ(M, b)| = n，令 ψ(x, y) 为：ϕ(x, y) ∧ ∃=nxϕ(x, y)，知M ⊨ ψ(a, b).
如 ψ(a,M) 无限，由定理 2.2，存在 L ∪ S-公式 χ(x) 为：∃∞yψ(x, y)，
知M ⊨ χ(a)。

如 χ(M) 有限，则 a ∈ cal(S)，矛盾；
如 χ(M) 无限，知存在两两不同的 a1, ..., an+1 ∈ M，对每个
i = 1, ..., n + 1，M ⊨ χ(ai)，从而 ψ(ai,M) 无穷，由M 强极小，
知 ψ(ai,M) 余有穷，故

∩n+1
i=1 ψ(ai,M) 必非空，任取

b′ ∈
∩n+1

i=1 ψ(ai,M)，知 |ϕ(M, b′)| ≥ n + 1，但 |ϕ(M, b′)| = n，
矛盾。

故 ψ(a,M) 有限，从而 b ∈ acl(S ∪ {a})。
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3. 拟形

定义

设 (X, cl) 是一个拟形，S ⊆ X，
如 ∀a ∈ S，a ̸∈ cl(S \ {a})，则称 S 是独立的；
如 cl(S) = X，则称 S 是全盖的；
如 S 是独立的，且是全盖的，则称 S 是一个基。

例

设 V 是一个线性空间，cl(A) = {β|β 可由 A 中向量线性表出 }，如
B ⊆ V 是线性空间的一个基，则 B 也是拟形 (V, cl) 的一个基。
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3. 拟形

定理 3.3
设 (X, cl) 是一个拟形，则

1 (X, cl) 至少有一个基；
2 如 B,B′ 均为 (X, cl) 的基，|B| = |B′|；
3 对两两不同的 a1, ..., an ∈ X，

{a1, ..., an} 独立 ⇔ ∀i < n，ai+1 ̸∈ cl({a1, ..., ai})。

证明.
1 cl(X) = X，知 (X, cl) 有全盖集，任取 (X, cl) 极小全盖集 S，如 S
不独立，知存在 a ∈ S，a ∈ cl(S \ {a})，从而 S ⊆ cl(S \ {a})，则
cl(S) ⊆ cl(cl(S \ {a})) = cl(S \ {a})，知 S \ {a} 也全盖，矛盾，故
S 独立，知 S 是基。
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如 B 有限，设 |B| = n，如 |B′| > n，归纳证明：存在 A′ ⊆ B′ s.t.
|A′| = n，A 是一个基：
BS: B 是一个基；
IH: 任取 {a1, ..., ak} ⊆ B′，存在 {b1, ..., bk} ⊆ B，

{a1, ..., ak} ∪ (B \ {b1, ..., bk}) 是一个基；
IS: 任取 {a1, ..., ak+1} ⊆ B′，由 IH，存在 {b1, ..., bk} ⊆ B，

{a1, ..., ak} ∪ (B \ {b1, ..., bk}) 是一个基。
如 ak+1 ∈ B \ {b1, ..., bk}，取 bk+1 = ak+1 即可；如
ak+1 ̸∈ B \ {b1, ..., bk}，取 C ⊆ {a} ∪ (B \ {b}) s.t. ak+1 ∈ cl(C) 且
C 极小，因 B′ 独立，知 ak+1 ̸∈ cl({a})，故必有 (B \ {b}) ∩ C ̸= ∅。
任取 bk+1 ∈ (B \ {b})∩C 知 ak+1 ∈ cl(C) = cl(C \ {bk+1}∪{bk+1})，
但 ak+1�bk+1 ̸∈ cl(C \ {bk+1})，由拟形定义，
bk+1 ∈ cl(C \ {bk+1} ∪ {ak+1}) ⊆ {a, ak+1} ∪ (B \ {b, bk+1})。
显然 {a, ak+1} ∪ (B \ {b, bk+1}) 全盖，易证也是独立的，知是个基。

取 A′ = {a1, ..., an} ⊂ B′，知 A‘ 是一个基，则 B′ 不独立，矛盾，
故 |B′| ≤ |B|，同理 |B| ≤ |B′|，知 |B| = |B′|。
如 B 无穷，知 B′ ⊆ cl(B) =

∪
{cl(A)|A ⊆ B 且有限 }，而对每个这

样的 A，类似上面证法，|B′ ∩ A| ≤ |A|，知
|B′| ≤ ΣA⊆finB|B′ ∩ cl(A)| = |A ⊆fin B| = Σn<ω|B|n = |B|，同理，
|B| ≤ |B′|，知 |B| = |B′|。
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3. 拟形

定理 3.3
设 (X, cl) 是一个拟形，则

1 (X, cl) 至少有一个基；
2 如 B,B′ 均为 (X, cl) 的基，|B| = |B′|；
3 对两两不同的 a1, ..., an ∈ X，

{a1, ..., an} 独立 ⇔ ∀i < n，ai+1 ̸∈ cl({a1, ..., ai})。

证明.(3).
⇒: 显然；
⇔: 设 {a1, ..., an} 不独立，知存在 ai ∈ cl({a \ {ai})，取
{ai1 , ..., aik} ⊆ {a} s.t. ai ∈ cl({ai1 , ..., aik}) 且 {ai1 , ..., aik} 极小，如
ik < i，矛盾，如 ik > i，由 {ai1 , ..., aik} 极小知独立，故
ai, aik ̸∈ cl({ai1 , ..., aik−1

})，由拟形定义，aik ∈ cl({ai1 , ..., aik−1
, ai})，矛

盾。
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3. 拟形

定义

设 (X, cl) 是拟形，A,S ⊆ X，定义 clS : P(A) → P(A) 为：
clS(A′) = cl(A′ ∪ S) ∩ A，则称 (A, clS) 为 S 在 A 上生成的拟形。

事实

设 (X, cl) 是拟形，A,S ⊆ X，S 在 A 上生成的拟形 (A, clS) 是一个拟形。
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4. 强极小理论的饱和模型

定义

设M 是一结构，A ⊆ M
M 的一个 A 上 n-型（n-type）p(x1, ..., xn) 是 {ϕ(x1, ...xn)|ϕ 是
L ∪ A-公式 } 的一个子集 s.t. p(x) ∪ Th(M) 可满足；
对 A 上 n-型 p(x)，如果对任 L ∪ A-公式 ϕ(x)，或者 ϕ ∈ p(x) 或
者 ¬ϕ ∈ p(x)，则称 ϕ(x) 是完全的；
SM

n (A) := {p(x1, ..., xn)|p(x) 是完全的 A 上 n-型 }；
tpM(a/A) := {ϕ(x)|ϕ 是 L ∪ A-公式，M ⊨ ϕ(a)}；
如果 p(x) ⊆ tpM(a/A)，称 a 实现 p(x)，记为M ⊨ p(a)。

显然

tpM(a/A) ∈ SM
|a|；

对任 p(x) ∈ SM
n (A)，ThA(M) ⊆ p(a)。
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4. 强极小理论的饱和模型

定义

对任结构M，无穷基数 κ，如果对任 A ⊆ M s.t.|A| < κ，对任 A 上完
全型 p(x)，p(x) 在M 中可实现，则称M 是 κ-饱和的（κ-satutated）

定义

Aut(M/A) := {σ : M ∼= M| 对任 a ∈ A, σ(a) = a}。

定义

对结构M,N，如存在嵌入 f : M → N s.t. 对任 a ∈ M，
tpM(a) = tpN (f(a))，则称 f 是一个初等嵌入，记为 f : M ≺ N。

事实 4.1
对任结构M，对任无穷基数 κ，存在 κ-饱和结构 N，M ≺ N。
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4. 强极小理论的饱和模型

定义

对结构M,N，定义从 A ⊆ M 到 N 的部分初等映射 f 为：
f 是单射；
对任 a ∈ dom(f)，tpM(a) = tpN (f(a))。

事实

上面定义中，如果取 A = M，则 f 是初等嵌入；
f−1 也是部分初等映射。
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4. 强极小理论的饱和模型

引理 4.2
对任 κ-饱和结构M，任 A ⊆ M s.t. |A| < κ 和部分初等映射
f : A → M，对任 b ∈ M \ A，存在部分初等映射 g : A ∪ {b} → M s.t.
f ⊂ g。

证明.
令 Γ = {ϕ(x, f(a)|a ∈ A,M ⊨ ϕ(b, a))}，知对任 ϕ(x, f(a)) ∈ Γ，
M ⊨ ∃xϕ(x, a)，知M ⊨ ∃xϕ(x, f(a)) 从而 ϕ(x, f(a)) 可满足，显然 Γ 有
限可满足，由紧致性定理，Γ 可满足，知 Γ ∈ SM

1 (f[A])，由Mκ-饱和，
存在 b′ ∈ M，M ⊨ Γ(b′)，令 g = f ∪ {(b, b′))，知 g 是部分初等映
射。
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4. 强极小理论的饱和模型

引理 4.3
对任 κ-饱和结构M，任 A ⊆ M s.t. |A| < κ 和部分初等映射
f : A → M，存在一个M 自同构 σ s.t. f ⊆ σ。

证明思路.
将 M 良序化，设 M = {aα|α < κ}，使用超穷归纳法：
BS: f 是部分初等映射，记为 f0；
IH: 对任 β < α，存在部分初等映射 fβ : A ∪ {aγ |γ ≤ β} → M s.t.

{aγ |γ ≤ β} ⊆ ran(fβ)；
IS: 如 α 是后继序数，知存在部分初等映射

fα− : A ∪ {aγ |γ ≤ α−} → M s.t. {aγ |γ ≤ α−} ⊆ ran(fα−)；由 4.2，
可构造部分初等映射 g 使 f ⊆ g 且 α ∈ dom(g)，知 g−1 也是部分
初等映射，可构造部分初等映射 g′ 使 g−1 ⊆ g′ 且 α ∈ dom(g′)，
取 fα = g′−1 即可；
如 α 是极限序数，取 fα =

∪
{fβ |β < α}。

取 σ =
∪
{fβ |β < κ}，知 σ : M ∼= M。
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4. 强极小理论的饱和模型

推论

对任 κ-饱和结构M，任 A ⊆ M s.t. |A| < κ，对任 a, b ∈ M s.t.
tpM(a/A) = tpM(b/A)，存在一个M 自同构 σ ∈ Aut(M/A) s.t.
σ(a) = b。

证明.
知含入映射 f : A → M 是部分初等映射，f ∪ {(ai, bi)|ai ∈ a, bi ∈ b} 也
是部分初等映射，由引理得证。

命题 4.4
设M 为强极小结构，A ⊆ M s.t. |A| < κ，对任 a, b ∈ M \ acl(A)，
tpM(a/A) = tpM(b/A)。

证明.
设 tpM(a/A) ̸= tpM(b/A)，知存在公式 ϕ(x, y)，c ∈ A，a ∈ ϕ(M, c)，
b ∈ ¬ϕ(M, c)，由M 强极小，ϕ(M, c) 有限或 ¬ϕ(M, c) 有限，知
a ∈ acl(A) 或 b ∈ acl(A)，矛盾。
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4. 强极小理论的饱和模型

定理 4.5
设对某一无穷基数 κ，M 是不可数的强极小 κ-饱和模型，A ⊆ M 且
|A| < κ，则对任 n ∈ N+，存在一个 A 上 n-完全型 pn(x) s.t.
∀a ∈ M,M ⊨ pn(a) ⇔ 对拟形 (M, aclA), a 独立。

证明.
⇒: 由M 不可数，|M \ acl(A)| = |M \ acl(∅)| = |M| ̸= ∅，对任

n ∈ N+，都可取 b1 ̸∈ aclA(∅) = acl(A), ..., bn ̸∈ aclA(b1, ..., bn−1)，
知 b 独立，令 pn(x) = tpM(b/A)，对任 a ∈ M，如M ⊨ pn(a)，
知 tpM(a/A) = tpM(b/A)，由 4.3 推论，存在一个M 自同构
σ ∈ Aut(M/A) s.t. σ(a) = b，易得 a 独立。

⇐: BS: n = 1 时，∀a ∈ M，如 {a} 独立，知 a ̸∈ aclA(∅) = acl(A)，由命题
4.4，tpM(a/A) = tpM(b/A)，知M ⊨ p1(a)，且存在一个M 自同
构 σ ∈ Aut(M/A) s.t. σ(a) = b；

IH: 设 n = k 时，∀a ∈ M，如 {a} 独立，M ⊨ pn(a)，且存在一个M 自
同构 σ ∈ Aut(M/A) s.t. σ(a) = b；
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4. 强极小理论的饱和模型

定理 4.5
设对某一无穷基数 κ，M 是不可数的强极小 κ-饱和模型，A ⊆ M 且
|A| < κ，则对任 n ∈ N+，存在一个 A 上 n-完全型 pn(x) s.t.
∀a ∈ M,M ⊨ pn(a) ⇔ 对拟形 (M, aclA), a 独立。

证明.
IS: n = k + 1 时，由 IH，知存在 σ ∈ Aut(M/A) s.t. ∀i ≤ k, σ(ai) = bi，
由 a 独立，知 {b1, ..., bk, σ(an)} 也独立，知
σ(an) ̸∈ acl(A ∪ {b1, ..., bk})，又 bn ̸∈ acl(A ∪ {b1, ..., bk})，知
σ(an), bn 均在拟形 (M, aclA∪{b1,...,bk}) 中独立，由命题 4.4，
tpM(σ(an)/A ∪ {b1, ..., bk}) = tpM(bn/A ∪ {b1, ..., bk})，知存在
σ‘ ∈ Aut(M/A ∪ {b1, ..., bk}) ⊆ Aut(M/A}) s.t. σ′(σ(an)) = bn，知
σ′ ◦ σ(a) = b，且 σ′ ◦ σ ∈ Aut(M/A})，知 tpM(a/A) = tpM(b/A)，
从而M ⊨ pn(a)。
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5. 强极小理论的“Morley 定理”

事实 5.1
设理论 T 是可数语言上的完全理论，则对 T 的任两个模型
M,N，都存在M′ ⊨ T，M ≺ M′ 且 N ≺ M′；
对任结构M，对任无穷基数 κ，存在 κ-饱和结构 N，M ≺ N。

定理 5.2
设理论 T 完全且强极小，则对任 κ > ℵ0,T 是 κ-范畴的。

证明.
任取M,N ⊨ T s.t. |M| = |N| = κ，由M,N 强极小，知
(M, acl), (N , acl) 是拟形，设 B,B′ 分别是 (M, acl), (N , acl) 的基，由
acl 定义，知 |B| = |M| = κ = |N| = |B′|，任取双射 σ : B → B′，知对
任 b ∈ B，b, σ(b) 均独立。由 5.1，存在 κ-饱和结构M′，M ≺ M′ 且
N ≺ M′，易证 b, σ(b) 也均对 (M′, acl) 独立。
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5. 强极小理论的“Morley 定理”

证明. 续.
由定理 4.5，知对任公式 ϕ(x)，M ⊨ ϕ(b) ⇔ M′ ⊨ ϕ(b) ⇔ ϕ(x) ∈
p|b|(x) ⇔ M′ ⊨ ϕ(σ(b)) ⇔ N ⊨ ϕ(σ(b))，知 σ 是M′ 上部分初等映射，
由引理 4.3，存在一个M 自同构 σ′ s.t. σ ⊆ σ′。
易证 acl(B) = M, acl(B′) = N 且 σ′[acl(B)] = acl(B′)，知 σ′[M] = N，
故 σ′|M : M ∼= N。

不可数范畴的理论并不一定是强极小理论，但强极小理论的“Morley
定理”的证明过程，提示了一般的 Morley 定理的证明思路。
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