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摘要：首先，我们分析了主次条件句的性质，建立了主次条件句的极小系统 C2Lm，证明了一些有重要直

观意义的内定理。其次，我们构造了一种邻域语义学，证明了 C2Lm 的可靠性,并据邻域语义学引进了一

般的典范模型的概念，然后应用典范模型证明了 C2Lm 的完全性。最后，根据极小系统 C2Lm 的技术性结

果，我们简单讨论了相关主次条件句的一些重要问题。 
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条件句刻画条件和结果的联系。通常的条件句逻辑只刻画一个条件下的结果；当遇到
多个条件时，将其合取起来成为一个条件。这种处理有时是不合适的，因为在得到结果时，
这多个条件的作用可能是不同的，而将它们简单地合取在一起就有可能抹杀它们的差别。
因此我们需要直接处理多个条件的条件句。 

本文讨论两个条件有差别的一类条件句，这两个条件分为主要条件和次要条件，所以
我们称这种条件句逻辑为主次条件句逻辑。 

一、基本思想 
同时考虑两个条件和一个结果，就需要用三元联接词≥。αβ≥γ的直观意义是： 
(1) 从条件 α 和 β 得到结果 γ； 
(2) α 是主要条件，β 是次要条件。 
注意(2)没有说 α 不是次要条件，β 不是主要条件，所以可能同时有：β 是主要条件，

α 是次要条件。因此≥刻画的是一种更为宽泛的双条件句。 
但有了这种宽泛的双条件句，我们可以定义严格的区分主次的条件句。 

(αβ≥γ)∧¬(βα≥γ) 
就可以用来表示α是主要条件，β是次要条件的严格的条件句。 

用这种宽泛的双条件句，我们还可以定义单条件的条件句。单条件的条件句α＞γ可以
用αα≥γ来定义。 

条件(1)是说：从 α 和 β 得到 γ，但并不排除从单独的α或β也能得到γ的情况，而且主
要条件和次要条件的差别能在这种情况下得到体现。 

如果两个条件能得到一个结果，其中一个条件可以单独得到此结果，而另一个条件不
能单独得到此结果，则这不能单独得到此结果的条件不能是主要条件。 

从这个基本假定可以得到：如果 αβ≥γ 成立，则¬(α＞γ)和 β＞γ 不能同时成立，也就
是说：如果 αβ≥γ 和 β＞γ 都成立，则 α＞γ 也一定成立。所以有以下公理： 

(αβ≥γ)∧(β＞γ)→(α＞γ)。 
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但在 αβ≥γ 和 α＞γ 同时成立的情况下，β＞γ 可以成立，也可以不成立。所以这公理的对
称形式 

(αβ≥γ)∧(α＞γ)→ (β＞γ) 
不是公理。 

满足这基本假设的主次条件句逻辑就是极小的主次条件句逻辑。当然，主次条件句也
是条件句，所以它们还应满足条件句的性质。 

按作者的看法[1]，＞成为蕴涵的最小要求是： 
(1) 保真性  α 真且α＞γ真，则 γ 真，形式表示就是公理：α∧(α＞γ)→γ。（这也可以

形式表示为：(α＞γ)→(α→γ)。） 
(2) 完备性  如果在任何情况下，都能从 α 得到γ，则α＞γ成立。 
在任何情况下，都能从 α 得到γ，就是说 α→γ 成立，所以完备性的形式表示是推演规

则：从 α→γ 得到α＞γ。 
条件句可以看作相对前提的必然句，α＞γ可以看作□αγ。[2] 按作者的看法，必然算子

的最小要求是： 
单 调 性  从γ→δ得到□αγ→□αδ。 
合取原则  □α(γ∧δ)→□αγ∧□αδ是公理[3]。 
所以条件蕴涵的最小要求是： 
(3) 结果单调性   从γ→δ得到(α＞γ)→(α＞δ)。 
(4) 结果合取原则  (α＞γ)∧(α＞δ)→(α＞γ∧δ)是公理。 
从(2)可以得到 α＞α，从 α＞α 和(3)能得到完备性。所以在条件句逻辑里，经常用公

理α＞α，而不用推演规则：从 α→γ 得到α＞γ。 
虽然条件句逻辑并不一定满足组合原则，但我们这里只讨论满足组合原则的条件句逻

辑。组合原则在系统中体现为基本置换定理。古典联接词是满足组合原则的，由结果单调
性，结果也能满足组合原则，所以只需加上条件的置换原则。 

(5) 条件置换原则  从α1↔α2 得到(α1＞γ)↔(α2＞γ)。 
我们需要将＞推广到≥，即(1)、(3)、(4)和(5)分别推广为： 

α∧β∧(αβ≥γ)→γ 是公理， 
从γ→δ得到(αβ≥γ)→(αβ≥δ)， 
(αβ≥γ)∧(αβ≥δ)→(αβ≥γ∧δ)是公理。 
从α1↔α2 和β1↔β2 得到(α1β1≥γ)↔(α2β2≥γ)。 

α＞α是公理的推广为：αβ≥α是公理。注意αβ≥β不是公理，这也体现了主要条件和次要
条件的差异。 

二、主次条件句逻辑的极小系统 

主次条件句逻辑的形式语言是古典命题逻辑的形式语言（联结词取¬和∧）加上三元联
接词≥。在公式的形成规则中加上： 

如果α , β, γ是公式，则αβ≥γ也是公式。 
全体公式的集合记为 Form。 

用通常的方式定义公式的置换α[γ/β]和公式的代入α(β1/p1,⋯, βn/pn)。 
像古典命题逻辑一样定义∨、→和↔。定义单条件的条件蕴涵＞如下： 

α＞γ =df αα≥γ。 
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主次条件句逻辑的极小系统 C2Lm由以下公理和推演规则构成： 
公理 
(1) 重言式的代入； 
(2) 保真性公理  α∧β∧(αβ≥γ)→γ； 
(3) 结果合取公理  (αβ≥γ)∧(αβ≥δ)→(αβ≥γ∧δ)； 
(4) 主要条件自蕴涵公理  αβ≥α； 
(5) 主次条件基本公理  (αβ≥γ)∧(β＞γ)→(α＞γ)。 
推演规则 
(1) 分离规则  从α和α→β得到β；  
(2) 结果单调性规则  从γ→δ得到(αβ≥γ)→(αβ≥δ)。 
(3) 条件置换规则  从α1↔α2 和β1↔β2 得到(α1β1≥γ)↔(α2β2≥γ)。 
（C2Lm中的 C2 表示双条件句，下标 m 表示极小（minimal）。） 
α是 C2Lm的内定理记为 |−α，全体内定理的集合记为 Th(C2Lm)。 
 
在 C2Lm中定义的单条件蕴涵满足条件蕴涵的最小要求： 
定理 2.1  单条件蕴涵的性质 
(1) 保真性  |− (α＞γ)→(α→γ)； 
(2) 自蕴涵  |− α＞α。 
(3) 结果合取原则  |− (α＞γ)∧(α＞δ)→(α＞γ∧δ)。 
(4) 结果单调性  如果 |− γ→δ，则 |− (α＞γ)→(α＞δ)。 
(5) 完备性  如果 |− α→γ，则 |− α＞γ。 
(6) 条件置换原则  如果 |− α1↔α2，则 |− (α1＞γ)↔(α2＞γ)。 
证  由定义很容易证明，详细证明略。¦ 
 
在 C2Lm中，有一些关于主次条件的重要结果： 
 
定理 2.2  主要条件的完备性  如果 |− α→γ，则 |− αβ≥γ。 
证  由结果单调性规则得到 (αβ≥α)→(αβ≥γ)，再由主要条件自蕴涵公理αβ≥α和分

离规则得αβ≥γ。¦ 
 
定理 2.3  单条件是主要条件  如果 |− α＞γ，则 |− αβ≥γ。 
证  由定理 2.1(1)和分离规则得 α→γ，再由定理 2.2 得αβ≥γ。¦ 
两个条件能得到结果，但任何一个单独条件都不能得到结果，这种情况称为非退化的。

这也是我们主要讨论的情况。 
 
定理 2.4  非退化原则  |− (αβ≥γ)∧¬(α＞γ)→¬(β＞γ)。 
证  由主次条件基本公理(αβ≥γ)∧(β＞γ)→(α＞γ)。¦ 
这原则告诉我们：只要主要条件不能单独得到结果，则主次条件句就是非退化的。 
主要条件是可以作为结果的（公理 4），次要条件什么时候也能作为结果呢？这和次要

条件是否多余有关。 
设α和β是两个条件，如果α能得到β，则称条件β是多余的。 
 
定理 2.5  |− (αβ≥β)→(α＞β)。 
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证  由公理(αβ≥β)∧(β＞β)→(α＞β)得(β＞β)→((αβ≥β)→(α＞β))。由定理 2.1(2)和分
离规则得(αβ≥β)→(α＞β)。¦ 

 
由定理 2.3（取γ为β）和 2.5 得： 
定理 2.6  次要条件能够作为结果的充要条件  |− α＞β 当且仅当 |− αβ≥β。¦ 
 
C2Lm满足组合原则： 
定理 2.7  结果置换原则  如果 |− γ1↔γ2，则 |− (αβ≥γ1)↔(αβ≥γ2)。 
证  由结果单调性规则。¦ 
 
定理 2.8  基本置换定理  如果 |− β↔γ，则 |− α↔α[γ/β]。 
证  对公式的构造作归纳，详细证明略。¦ 

三、邻域语义学 
我们建立主次条件句逻辑的邻域语义学。注意，这种邻域语义学是作者的一般邻域语

义学[4]在主次条件句逻辑中的特例，和条件句逻辑研究中一般所说的邻域语义学是不一样
的。 

A 是任意集合，A 是幂集记为 P(A)，即 P(A) = {X | X ⊆ A}。 
 
定义 3.1  邻域映射  W 是非空集合，W 到 P(P(W)n)的映射称为 W 上的 n 元邻域映射。 
 
定义 3.2  框架  K = <W, N>。如果 K 满足以下条件： 
(1) W 是非空集合，称为可能世界集，W 的元素称为可能世界， 
(2) N 是 W 上的三元邻域映射；  

则称 K 为框架。 
 
定义 3.3  赋值和模型  K = <W, N>是框架，V 是 Form 到 P(W)的映射，如果 V 满足

以下条件： 
(1) x∈V(¬α) 当且仅当 x∉V(α)， 
(2) x∈V(α∧β) 当且仅当 x∈V(α)且 x∈V(β)， 
(3) x∈V(αβ≥γ) 当且仅当 <V(α), V(β), V(γ)>∈N(x)； 

则称 V 是 K 上的赋值，并称<K, V>为模型。 
 
由定义可知古典联结词有以下性质： 
引理 3.4 
(1) V(¬α) = W \ V(α)， 

V(α∧β) = V(α)∩V(β)， 
V(α∨β) = V(α)∪V(β)。 

(2) 如果 x∈V(α)且 x∈V(α→β)，则 x∈V(β)。 
(3) V(α→β) = W 当且仅当 V(α) ⊆ V(β)。 
(4) V(α↔β) = W 当且仅当 V(α) = V(β)。 
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定义 3.5  满足  K = <W, N>是框架。 
(1) V是 K 上赋值，如果 V(α) = W，则称<K, V>满足α，记为<K, V> |= α。 
(2) 如果任给 K 上赋值 V，都有<K, V> |= α，则称 K 满足α，记为 K |= α。 
（K |= α的条件是：任给 K 上赋值 V，都有 V(α) = W。） 

所以，K |=/ α的条件就是：存在 K 上赋值 V，使得 V(α) ≠ W。 
满足的概念可以推广到框架类。Σ是框架类，如果任给 K∈Σ，都有 K |= α，则称Σ满足

α，记为Σ |= α。 
所以，Σ |=/ α的条件就是：存在 K∈Σ，存在 K 上赋值 V，使得 V(α) ≠ W。 
 
和其它语义学不同，在邻域语义学中所有框架刻画的极小逻辑是没有意义的，因为邻

域映射 N 刻画了最一般的三元联结词。因此我们需要刻画主次条件句的那些框架。 
 
定义 3.6  主次条件框架  K = <W, N>是框架。如果 K 满足以下条件： 
(1) 保真性  如果<S, P, Q>∈N(x)且 x∈S∩P，则 x∈Q， 
(2) 单调性  如果<S, P, Q1>∈N(x)且 Q1 ⊆ Q2，则<S, P, Q2>∈N(x)， 
(3) 结果合取性  如果<S, P, Q1>∈N(x)且<S, P, Q2>∈N(x)，则<S, P, Q1∩Q2>∈N(x)， 
(4) 主要条件完备性  如果 S ⊆ Q，则<S, P, Q>∈N(x)， 
(5) 主要条件基本性质  如果<S, P, Q>∈N(x)且<P, P, Q>∈N(x)，则<S, S, Q>∈N(x)； 

则称 K 为主次条件框架，简称 C2 框架。 
所有主次条件框架组成的框架类记为Σ(C2)。 
 
主次条件句逻辑的极小系统 C2Lm对于框架类Σ(C2)是可靠的。 
引理 3.7  任给 C2 框架 K，任给 C2Lm的公理α，都有 K |= α。 
证  设 K = <W, N>，证明任给 K 上赋值 V，都有 V(α) = W。 
公理 1 显然。 
公理 2  如果 x∈V(α∧β∧(αβ≥γ))，则 x∈V(α∧β)且 x∈V(αβ≥γ)，所以 

x∈V(α)∩V(β)且<V(α), V(β), V(γ)>∈N(x)， 
由 C2 框架的保真性得 x∈V(γ)，因此 

V(α∧β∧(αβ≥γ)) ⊆ V(γ)， 
由引理 3.4(3)得 V((α∧β∧(αβ≥γ)→γ) = W。 

公理 3  如果 x∈V((αβ≥γ)∧(αβ≥δ))，则 x∈V(αβ≥γ)且 x∈V(αβ≥δ)，所以 
<V(α), V(β), V(γ)>∈N(x)且<V(α), V(β), V(δ)>∈N(x)， 

由 C2 框架的结果合取性得<V(α), V(β), V(γ)∩V(δ)>∈N(x)，所以 
<V(α), V(β), V(γ∧δ)>∈N(x)， 

这就是 x∈V(αβ≥γ∧δ)，因此 
V((αβ≥γ)∧(αβ≥δ)) ⊆ V(αβ≥γ∧δ)， 

由引理 3.4(3)得 V((αβ≥γ)∧(αβ≥δ)→(αβ≥γ∧δ)) = W。 
公理 4  任给 x∈W，由 C2 框架的主要条件完备性和 V(α) ⊆ V(α)得 

<V(α), V(β), V(α)>∈N(x)， 
所以 x∈V(αβ≥α)，因此 V(αβ≥α) = W。 

公理 5  如果 x∈V((αβ≥γ)∧(β＞γ))，则 x∈V(αβ≥γ)且 x∈V(β＞γ)，所以 
<V(α), V(β), V(γ)>∈N(x)且<V(β), V(β), V(δ)>∈N(x)， 

由 C2 框架的主次条件基本性质得<V(α), V(α), V(γ)>∈N(x)，所以 x∈V(α＞γ)，因此 
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V((αβ≥γ)∧(β＞γ)) ⊆ V(α＞γ)， 
由引理 3.4(3)得 V((αβ≥γ)∧(β＞γ)→(α＞γ)) = W。¦ 

 
引理 3.8  任给 C2 框架 K，都有 
(1) 如果 K |= α且 K |= α→β，则 K |= β。 
(2) 如果 K |= γ→δ，则 K |= (αβ≥γ)→(αβ≥δ)。 
(3) 如果 K |= α1↔α2 且 K |= β1↔β2，则 K |= (α1β1≥γ)↔(α2β2≥γ)。 
证   
(1) 任给 K 上赋值 V，都有 V(α) = V(α→β) = W，由 V(α→β) = W 得 

V(α) ⊆ V(β)， 
所以 V(β) = W，因此 K |= β。 

(2) 任给 K 上赋值 V，都有 V(γ→δ) = W，所以 V(γ) ⊆ V(δ)。 
如果 x∈V(αβ≥γ)，则<V(α), V(β), V(γ)>∈N(x)，由 C2 框架的单调性得 

<V(α), V(β), V(δ)>∈N(x)， 
所以 x∈V(αβ≥δ)。 

这证明了 V(αβ≥γ) ⊆ V(αβ≥δ)，所以 
V((αβ≥γ)→(αβ≥δ)) = W， 

因此 K |= (αβ≥γ)→(αβ≥δ)。 
(3) 任给 K 上赋值 V，都有 

V(α1↔α2) = W 且 V(β1↔β2) = W， 
所以 V(α1) = V(α2)且 V(β1) = V(β2)。 

任给 x， 
x∈V(α1β1≥γ) 当且仅当 <V(α1), V(β1), V(γ)>∈N(x)  

当且仅当 <V(α2), V(β2), V(δ)>∈N(x)  
当且仅当 x∈V(α2β2≥γ)。 

这证明了 V(α1β1≥γ) = V(α2β2≥γ)，所以 
V((α1β1≥γ)↔(α2β2≥γ)) = W， 

因此 K |= (α1β1≥γ)↔(α2β2≥γ)。¦ 
 
定理 3.9  可靠性定理  如果 |− α，则Σ(C2) |= α。 
证  对于α的证明序列α1,⋯, αn，任给 K∈Σ(C2)，归纳证明 K |= α i。在证明中使用引

理 3.7 和 3.8，具体证明略。¦ 

四、典范模型 

和通常的模态逻辑一样定义推演。 
定义 4.1   推演  u 是公式集，α是公式。如果存在ϕ1,⋯, ϕn∈u，使得 |− ϕ1∧⋯∧ϕn→α，

则称从 u 推出α，记为 u |− α。 
注意 n 可以为 0。当 n = 0 时，|− ϕ1∧⋯∧ϕn→α就是 |− α。 
 
这样定义的推演也满足推演的基本性质： 
定理 4.2  推演的基本性质 
(1) 单调性  如果 u |− α且 u ⊆ v，则 v |− α。 
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(2) 传递性  如果 v |− α 且任给β∈v，都有 u |− β，则 u |− α。 
(3) 演绎定理  u∪{ϕ} |− α  当且仅当 u |− ϕ→α。 
 
虽然上述推演的定义和古典命题逻辑不一样，但可以和古典命题逻辑一样，在用推演

定义和谐、极大和谐等概念，也有相应的性质。 
 
定义 4.3   和谐 
(1) u 是公式集。如果不存在公式α，使得 u |− α且 u |− ¬α，则称 u 是和谐的。 
(2) u 是和谐公式集。如果任给α∉u，都有 u∪{α}不和谐，则称 u 是极大和谐的。 
 
引理 4.4  和谐集的性质 
(1) u 不和谐 当且仅当 存在公式α，使得 u |− α且 u |− ¬α。 
(2) u 不和谐 当且仅当 任给公式α，都有 u |− α。 
(3) u 和谐 当且仅当 存在公式α，使得 u |−/ α。 
(4) u 和谐 当且仅当 u 的任何有限子集都和谐。 
(5) u |−/ α  当且仅当 u∪{¬α}和谐。¦ 
 
引理 4.5  极大和谐集的性质  设 u 是极大和谐集。 
(1) 推演封闭性  如果 u |− α，则α∈u。特别地，如果 |− α，则α∈u。 
(2) 任给公式α，都有¬α∈u 当且仅当 α∉u。 
(3) 任给公式α , β，都有α∧β∈u 当且仅当 α∈u 且β∈u。 
(4) 如果α , α→β∈u，则β∈u。 
(5) 如果α , β, αβ≥γ∈u，则γ∈u。¦ 
 
任何和谐集都可以扩充为极大和谐集，所以有： 
引理 4.6 
(1) 如果 |−/ α，则存在极大和谐集 u，使得α∉u。 
(2) 如果 |−/ α→β，则存在极大和谐集 u，使得α∈u 且β∉u。¦ 
 
令 W = {u | u 是极大和谐集}，| α  | = {u∈W | α∈u}，则我们有： 
引理 4.7 
(1) u∈| α  | 当且仅当 α∈u。 
(2) | ¬α  | = W \ | α  |。 
(3) | α∧β | = | α  |∩| β |。 
(4) | α  | ⊆ | β | 当且仅当 |− α→β。 
(5) | α  | = | β | 当且仅当 |− α↔β。¦ 
 
和其它语义学不同，邻域语义学中的典范模型不是一个，而是一类。它们不是具体构

造的，而是通过性质定义的。满足某种性质的模型都称为典范模型。 
 
定义 4.8  典范模型  K = <W, N>，V 是 K 上赋值。如果： 
(1) W = { u | u 是极大和谐集}， 
(2) <| α  |, | β |, | γ |>∈N(u) 当且仅当 αβ≥γ∈u， 
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(3) 任给命题变项 p，都有 V(p) = | p |； 
则称<K, V>是典范模型。 

 
典范模型的本质特征体现在以下定理中： 
定理 4.9  典范模型基本定理  <K, V>是典范模型，则任给公式ϕ，都有| ϕ | = V(ϕ)，

也就是 u∈V(ϕ)当且仅当ϕ∈u。 
证  对公式的构造归纳证明。ϕ是命题变项、ϕ = ¬α、ϕ = α∧β的证明略。 
设ϕ = αβ≥γ，由归纳假设，| α  | = V(α), | β | = V(β), | γ | = V(γ)，所以 

u∈V(ϕ) 当且仅当 u∈V(αβ≥γ)  
当且仅当< V(α),V(β),V(γ)>∈N(u) 由 3.3(3) 
当且仅当<| α  |, | β |, | γ |>∈N(u)     由归纳假设 
当且仅当 αβ≥γ∈u       由 4.8(2) 
当且仅当 ϕ∈u。 ¦ 

 
由典范模型基本定理和极大和谐集的性质，可得： 
定理 4.10  <K, V>是典范模型，则任给公式α，都有<K, V> |= α  当且仅当 |− α。 
证  如果 |− α，则任给 u∈W，由引理 4.5(1)得α∈u，所以 

| α  | = W， 
由定理 4.9 得 V(α) = | α  | = W，所以<K, V> |= α。 

如果 |−/ α，则由引理 4.6(1)得存在 u∈W，使得α∉u，所以 
| α  | ≠ W， 

由定理 4.9 得 V(α) = | α  | ≠ W，所以<K, V> |=/ α。¦ 

五、完全性 
完全性是说：如果Σ(C2) |= α，则 |− α；也就是说：如果 |−/ α，则Σ(C2) |=/ α。<K, V>

是典范模型，则任给 |−/ α，都有<K, V> |=/ α，所以只要 K∈Σ(C2)，就有Σ(C2) |=/ α。 
因此用典范模型证明完全性的关键就是：构造典范模型<K, V>，使得 K∈Σ(C2)。 

 
我们构造模型<K*, V*>如下，其中 K* = <W, N>。 
(1) W = { u | u 是极大和谐集}； 
(2) N0(u) = {<| α  |, | β |, Q> | 存在αβ≥γ∈u，使得| γ | ⊆ Q}， 

N1(u) = {<S, P, Q> | S ⊆ Q}， 
N(u) = N0(u)∪N1(u)； 

(3) 任给命题变项 p，都有 V*(p) = | p |。 
 
我们首先证明<K*, V*>是典范模型。 
定理 5.1  <K*, V*>是典范模型。 
证  按典范模型的要求，只需证明： 

<| α  |, | β |, | γ |>∈N(u) 当且仅当 αβ≥γ∈u。 
如果αβ≥γ∈u，因为| γ | ⊆ | γ |，所以<| α  |, | β |, | γ |>∈N0(u)，因此<| α  |, | β |, | γ |>∈N(u)。 
如果<| α  |, | β |, | γ |>∈N(u)，则我们分别考虑两种情况。 
1. <| α  |, | β |, | γ |>∈N0(u)。由定义得：存在α′β′≥γ′∈u，使得 
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| α′ | = | α  |, | β′ | = | β |, | γ′ | ⊆ | γ |， 
由引理 4.7 的(4)和(5)得： 

|− α′↔α，|− β′↔β和 |− γ′→γ。 
由 |− α′↔β，|− β′↔β和条件置换规则得 

|− (α′β′≥γ′)↔(αβ≥γ′)， 
再由α′β′≥γ′∈u 得 

αβ≥γ′∈u。 
由 |− γ′→γ和结果单调性规则得 

|− (αβ≥γ′)→(αβ≥γ)， 
再由αβ≥γ′∈u 得αβ≥γ∈u。 

2. <| α  |, | β |, | γ |>∈N1(u)。由定义得| α  | ⊆ | γ |，由引理 4.7 的(4)得 
|− α→γ， 

再由主要条件的完备性（定理 2.2）得 |− αβ≥γ，所以αβ≥γ∈u。¦ 
 
下面我们再来证 K*是 C2 框架： 
定理 5.2  K*是 C2 框架。 
证  分别证明 C2 框架的 5 条性质。 
(1) 保真性。 
如果<| α  |, | β |, Q>∈N0(u)且 u∈| α  |∩| β |，则 

存在αβ≥γ∈u，使得| γ | ⊆ Q， 
由 u∈| α  |∩| β |得α , β∈u，再由αβ≥γ∈u 和引理 4.5(5)得 

γ∈u， 
所以 u∈| γ |，因此 u∈Q。 

如果<S, P, Q>∈N1(u)且 u∈S∩P，则 S ⊆ Q，所以 u∈Q。 
(2) 单调性 
如果<| α  |, | β |, Q1>∈N0(x)且 Q1 ⊆ Q2，则 

存在αβ≥γ∈u，使得| γ | ⊆ Q1， 
所以 

存在αβ≥γ∈u，使得| γ | ⊆ Q2， 
因此<| α  |, | β |, Q2>∈N0(x)。 

如果<S, P, Q1>∈N1(x)且 Q1 ⊆ Q2，则 S ⊆ Q1，所以 S ⊆ Q2，因此<S, P, Q2>∈N1(x)。 
(3) 结果合取性 
如果<S, P, Q1>∈N0(x)且<S, P, Q2>∈N0(x)，则 

存在α1β1≥γ1, α2β2≥γ2∈u，使得| γ1 | ⊆ Q1，| γ2 | ⊆ Q2， 
且 

S = | α1 | = | α2 |，P = | β1 | = | β2 |， 
所以 |− α1↔α2，|− β1↔β2。由 |− α1↔α2，|− β1↔β2 和条件置换规则得 

|− (α1β1≥γ1)↔(α2β2≥γ1)， 
再由α1β1≥γ1∈u 得 

α2β2≥γ1∈u， 
由α2β2≥γ1, α2β2≥γ2∈u 和结果合取公理得 

α2β2≥γ1∧γ2∈u， 
所以 
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存在α2β2≥γ1∧γ2∈u，使得| γ1∧γ2 | ⊆ Q1∩Q2， 
因此<S, P, Q1∩Q2>∈N0(x)。 

如果<S, P, Q1>∈N1(x)且<S, P, Q2>∈N1(x)，则 
S ⊆ Q1 且 S ⊆ Q2， 

所以 S ⊆ Q1∩ Q2，因此<S, P, Q1∩Q2>∈N1(x)。 
如果<S, P, Q1>∈N0(x)且<S, P, Q2>∈N1(x)，则 

存在αβ≥γ∈u，使得| γ | ⊆ Q1，且 S = | α  |，P = | β |，S ⊆ Q2， 
所以 

| γ∧α  | = | γ |∩S ⊆ Q1∩Q2， 
由αβ≥γ, αβ≥α∈u 和结果合取公理得αβ≥γ∧α∈u，所以 

存在αβ≥γ∧α∈u，使得| γ∧α  | ⊆ Q1∩Q2， 
因此<S, P, Q1∩Q2>∈N0(x)。 

如果<S, P, Q1>∈N1(x)且<S, P, Q2>∈N0(x)，则由对称性证明类似。 
(4) 主要条件完备性 
如果 S ⊆ Q，则<S, P, Q>∈N1(x)。 
(5) 主要条件基本性质 
如果<S, P, Q>∈N0(x)且<P, P, Q>∈N0(x)，则 

存在α1β1≥γ1, α2β2≥γ2∈u，使得| γ1 | ⊆ Q，| γ2 | ⊆ Q， 
且 

S = | α1 |，P = | β1 | = | α2 | = | β2 |，Q = | γ1 | = | γ2 |， 
所以 

| γ1∨γ2 | ⊆ Q，|− β1↔α2，|− β1↔β2，|− γ1↔γ2。 
由 |− β1↔α2，|− β1↔β2 和条件置换规则得 

|− (α2β2≥γ2)↔(β1β2≥γ2)， 
|− (β1β2≥γ2)↔(β1β1≥γ2)， 

由 |− γ1↔γ2 和结果置换原则（定理 2.7）得 
|− (β1β1≥γ2)↔( β1β1≥γ1)， 

再由上面 3 个可证等价式得 
|− (α2β2≥γ2)↔( β1β1≥γ1)。 

再由α2β2≥γ2∈u 得 
β1β1≥γ1∈u， 

由α1β1≥γ1, β1β1≥γ1∈u 和结果单调性规则得 
α1β1≥γ1∨γ2, β1β1≥γ1∨γ2∈u， 

再由主次条件基本公理得 
α1α1≥γ1∨γ2∈u， 

所以 
存在α1α1≥γ1∨γ2∈u，使得| γ1∨γ2 | ⊆ Q， 

因此<S, S, Q>∈N0(x)。 
如果<S, P, Q>∈N0(x)且<P, P, Q>∈N1(x)，则 

存在αβ≥γ∈u，使得| α  | = S，| β | = P，| γ | ⊆ Q，且 P ⊆ Q， 
所以 

| γ∨β | ⊆ Q， 
由αβ≥γ∈u 和结果单调性规则得 
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αβ≥γ∨β∈u。 
由定理 2.2 得 ββ≥γ∨β∈u，再由主次条件基本公理得 

αα≥γ∨β∈u， 
所以 

存在αα≥γ∨β∈u，使得| γ∨β | ⊆ Q， 
因此<S, S, Q>∈N0(x)。 

如果<S, P, Q>∈N1(x)，则 S ⊆ Q，所以<S, S, Q>∈N1(x)。¦ 
 
定理 5.3  完全性定理  如果Σ(C2) |= α，则 |− α。 
证  证明如果 |−/ α，则Σ(C2) |=/ α。 
如果 |−/ α，则据定理 5.1，<K*, V*>是典范模型，再由定理 4.10 得<K*, V*> |=/ α，所

以 K* |=/ α。再据定理 5.2 得 K*∈Σ(C2)，所以Σ(C2) |=/ α。■ 

六  讨论 
1. 条件的单调性。 
在条件蕴涵中，条件的单调性是一个重要的问题。实际上有两种不同的单调性。 
单调性 a  单个条件α能得到γ，则两个条件α , β也能得到γ。 
单调性 b  如果β逻辑蕴涵α（即β→α是重言式）且条件α能得到γ，则条件β也能得到γ。 
大量的例子说明单调性 a 是不成立的。在单条件的条件句逻辑中，将两个条件α , β表

示为一个条件α∧β，所以从单调性 a 不成立就能得到单调性 b 不成立。然而两个条件α , β
表示为一个条件α∧β是不合适的，因为∧是外延联结词。 

如果我们不把两个条件α , β表示为一个条件α∧β，则并没有直接的例子说明单调性 b
是不成立。因此可以在单条件的条件句逻辑中，考虑单调性 b 成立的系统，而不必顾忌那
些实际上只是否定了单调性 a 的例子。 

而我们的系统确实能区别形如αβ≥γ的双条件句和形如α∧β＞γ的单条件句。易证，存
在 K∈Σ(C2)，使得 K|=/ αβ≥γ↔α∧β＞γ。所以据可靠性定理得 |−/ αβ≥γ↔α∧β＞γ。 

 
2. 蕴涵悖论。 
所谓的“蕴涵悖论”中有一条是“恒假命题蕴涵任何命题”，这对于条件逻辑也是成

立的。和它像相类似的“矛盾命题蕴涵任何命题”却有两种不同的理解。将矛盾命题理解
为一个命题，就是恒假命题。但也可以将矛盾命题理解为两个相矛盾的命题，更确切的说
应该是“一对矛盾命题蕴涵任何命题”。在我们的系统中，这两种理解是不同的，“一对矛
盾命题蕴涵任何命题”表示为α(¬α)≥γ，可以证明它并不是我们系统的内定理。 

 
3. 主要条件存在性。 
设从条件 α 和 β 能够得到结果 γ。我们的系统允许 α 和 β 都是主要条件，但并没有假

定 α 和 β 中一定有一个主要条件。如果我们引进主要条件存在性： 
如果从条件 α 和 β 能够得到结果 γ，则 α 和 β 中必有主要条件。 

则我们就能用(αβ≥γ)∨(βα≥γ)去表示更一般的“从条件 α 和 β 得到结果 γ”的概念。至于
这个假设是否成立，则需要对日常语言的双条件的条件句作进一步分析。 

 
4. 系统的扩充。 
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本文构造的仅仅是主次条件逻辑的极小系统。可以扩充为更为复杂的系统。有两种不
同的扩充。 

(1) 考虑与单条件的条件句逻辑的一些类似的公理，如对于条件的析取公理，可以对
主要条件和次要条件分别考虑。又如多余条件消去公理：(αβ≥γ)∧(α＞β)→(α＞γ)。等等。 

(2) 与单条件的条件句逻辑不一样的一些性质。如单调性 b，可以在主要条件和次要
条件上分别加上单调性 b 的公理，可以加上“一对矛盾命题蕴涵任何命题”的公理。等等。 
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