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一   动作和认知 

动态认知逻辑最基本的概念是动作和认知。 
在动态认知逻辑中，逻辑学家讨论最多的是知

道，也有一些讨论相信。但我们希望考虑更一般的

认知概念，并不局限于知道和相信。这样的研究类

似模态逻辑对必然的研究。在模态逻辑中，不同的

模态逻辑系统刻画不同的必然，这里我们也希望用

不同的认知逻辑系统刻画不同的认知。实际上，人

们对知道、相信等认知概念有不同的看法。我们可

以说，某个认知逻辑系统刻画了具有某种性质的认

知，有人认为它是知道也有人认为它不是知道，但

这种争论与我们的研究无关。因此，我们的研究方

法完全避免了不必要的词语之争。 
我们用 E 表示一般的认知。和一般的认知逻辑

类似，如果ϕ是命题，则用 Eϕ表示“认知ϕ为真”，

简称“认知ϕ”。 
动作有很多方面的意义。动态认知逻辑只考虑

动作的一个方面：使一个状态到达另一个状态。 
动作一般是不确定的。例如，当前的状态是一

个人在 6 层楼的底层，“上楼”这个动作就是不确

定的，“上楼”这个动作发生后，这个人可以在 2
层，也可以在 3、4、5、6 层。这些状态都是“上

楼”这个动作发生后的可能状态。一般地，一个动

作发生后可能达到的状态称为这个动作发生后的

可能状态。 
动态认知逻辑只讨论在一个状态上命题的真

值。所以，动态认知逻辑也可以认为动作的作用就

是改变命题的真值。如果命题ϕ在动作α发生后的

某个可能状态上真，我们就称命题ϕ是动作α的一

个可能结果，如以上例子中的命题“这个人在 2
层”、“这个人在 3 层”等。如果命题ϕ在动作α发

生后的任何可能状态中都真，我们就称命题ϕ是动

作α的一个必然结果，记为[α]ϕ，如以上例子中的

命题“这个人不在底层”。 
通常的动态认知逻辑把命题视为认知的对象。

在本文中，我们将认知的对象扩充到动作。设α是

一个动作，我们要讨论“认知α的性质”这样一种

新命题，简称为“认知α”，记为 Eα。注意：我们

要讨论的是认知α的性质，而不是认知“α发生”这

个事实命题。 
虽然命题“α发生”和动作α有关，认知这样的

命题也是一个值得研究的问题，但认知对象的类型

仍然没有增加。而我们将“α的性质”作为认知对

象，是一种新类型的对象。 
从逻辑系统的角度看，α的性质是通常动态认

知逻辑的元逻辑概念。我们的工作就是希望将这样

一个元逻辑概念引入到通常的动态认知逻辑系统

内部，从而扩充通常的动态认知逻辑系统。 
在动态认知逻辑中，动作α的作用仅仅是改变

命题的真值。所以，α的性质指的应该是： 
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α如何改变命题的真值。 
因此，认知α的性质指的应该是： 

认知α如何改变命题的真值。 
一旦认知α如何改变命题真值，一定也能认知到所

有作为α的必然结果的命题。简单地说就是： 
认知α一定能认知α的必然结果。 

“认知α的必然结果”可以表示为[α]ϕ→Eϕ，
所以“认知α一定能认知α的必然结果”就可以表示

为： 
Eα→([α]ϕ→Eϕ)。 

这样，我们就将认知一个动作的性质与动作后的必

然结果及认知命题的真值联系起来，从而将原来的

元逻辑概念认知一个动作的性质引入系统内部。 

二   形式语言 

对动作认知的形式语言（简称 DE 语言）是通

常的（单主体）动态认知逻辑的形式语言的扩充。 
2.1 初始符号包括： 
(1) 动作的集合 Act。 
Act 的元素称为动作，用α, β, γ等表示。 
(2) 命题变项的集合 Pro。 
Pro 的元素称为命题变项，用 p, q, r 等表示。 
(3) 联接词：¬，∧。 
¬称为否定，∧称为合取。 
(4) 认知算子：E。■ 
注意：E 的直观意义是一般的认知。可以是相

信，可以是知道，也可以是其他的认知。 
 
2.2 形成规则是：（用ϕ, ψ等表示公式） 
(1) 命题变项是公式。 
(2) 如果α是动作，则 Eα是公式。 
(3) 如果ϕ是公式，则¬ϕ是公式。 
(4) 如果ϕ, ψ是公式，则(ϕ∧ψ)是公式。 
(5) 如果ϕ是公式，则 Eϕ是公式。 
(6) 如果ϕ是公式，则[α]ϕ是公式。■ 

注意：(2)中的公式称为对动作认知的公式，

它们的全体记为 ActForm。它们是 DE 语言新增加

的公式，直观意义是“认知α”。 
(1)和(2)都称为原子公式，它们不能由更简单

的公式构成。 
 
所有公式的集合记为Form。仅由命题变项和

联接词组成的公式的全体记为Form0。Form0恰好

是经典命题逻辑的公式的全体。 
按通常的方式引入联结词∨、→和↔。为了叙

述方便，我们规定联结词的结合力从左到右依次减

弱： 
¬，E，[α]，∧，∨，→，↔。 

我们也按通常的方式定义代入 
ϕ(ψ1/p1,…, ψn/pn) 

和置换ϕ[ψ/θ]。 
 
如通常，我们也有关于公式的结构归纳定义和

结构归纳证明。 
2.3 结构归纳定义  可以按以下方式对每个

公式ϕ定义 F(ϕ) 
(1) 任给命题变项 p，定义 F(p)； 
(2) 任给动作α，定义 F(Eα)； 
(3) 由 F(ϕ)定义 F(¬ϕ)； 
(4) 由 F(ϕ)和 F(ψ)定义 F(ϕ∧ψ)； 
(5) 任给动作α，由 F(ϕ)定义 F([α]ϕ)； 
(6) 由 F(ϕ)定义 F(Eϕ)。■ 
 
2.4 结构归纳证明  可以用以下方式证明：任

给公式ϕ，都有φ(ϕ)。 
(1) 任给命题变项 p，证明φ(p)； 
(2) 任给动作α，证明φ(Eα)； 
(3) 由φ(ϕ)证明φ(¬ϕ)； 
(4) 由φ(ϕ)和φ(ψ)证明φ(ϕ∧ψ)； 
(5) 任给动作α，由φ(ϕ)证明φ([α]ϕ)； 
(6) 由φ(ϕ)证明 F(Eϕ)。■ 

三   框架和模型 

令 X 是任一集合，我们用 P(X)表示 X 的幂集，

并称 
N：X→ P(P(X)) 

是 X 上的邻域映射。 
任给 x∈X，N(x)（是 X 的子集族）称为 x 的邻

域类，N(x)中的元素（是 X 的子集）称为 x 的邻域。

任给 X 的子集 S， 
N*(S) = {x：S∈N(x)}， 

称为 S 的内部。 
 

3.1 定义  K = <W, N, R>。K 称为 DE-框架，

如果 
(1) W 是非空集合， 
(2) N 是 W 上的邻域映射，满足： 

2.1 单调性   
如果 S∈N(x)且 S ⊆ Q，则 Q∈N(x)， 

2.2 有穷交封闭性   
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如果 S, Q ∈N(x)，则 S∩Q∈N(x)。 
(3) R = {Rα：α∈Act}，任给α∈Act，都有 

Rα：W→ P(W)。①
■ 

DE-框架以后简称框架。 
 
3.2 定义  K = <W, N, R>是框架， 

V：Form→ P(W)。 
V 称为 K 上的拟赋值，如果 

(1) x∈V(¬ϕ) 当且仅当 x∉V(ϕ)，即 
V(¬ϕ) = W \ V(ϕ)。 

(2) x∈V(ϕ∧ψ)当且仅当(x∈V(ϕ)且 x∈V(ψ))，
即 

V(ϕ∧ψ) =V(ϕ)∩V(ψ)。 
(3) x∈V(Eϕ) 当且仅当 V(ϕ)∈N(x)，即 

V(Eϕ) = N*(V(ϕ)) = {x：V(ϕ)∈N(x)}。 
(4) x∈V([α]ϕ) 当且仅当 Rα(x) ⊆ V(ϕ)，即 

V([α]ϕ) = {x：Rα(x) ⊆ V(ϕ)}。■ 
从拟赋值的定义可得： 
(5) x∈V(ϕ∨ψ)当且仅当(x∈V(ϕ)或 x∈V(ψ))，

即 
V(ϕ∨ψ) =V(ϕ)∪V(ψ)。 

(6) x∈V(ϕ→ψ) 当且仅当  ( 若 x∈V(ϕ) 则
x∈V(ψ))。因此 

V(ϕ→ψ) = W 当且仅当 V(ϕ) ⊆ V(ψ)。 
(7) x∈V(ϕ↔ψ) 当且仅当  (x∈V(ϕ)当且仅当

x∈V(ψ))。因此 
V(ϕ↔ψ) = W 当且仅当 V(ϕ) = V(ψ)。 

拟赋值V限制在Form0上恰好是经典命题逻辑

的赋值，所以任给重言式ϕ，都有V(ϕ) = W。 
 
注意拟赋值对原子公式没有任何要求，实际上

任何拟赋值都可以由原子公式上的指派通过归纳

构造得到。 
3.3 引理  K = <W, N, R>是框架，任给σ：

Pro→P(W)，τ：ActForm→P(W)，都存在唯一的

K 上拟赋值 V，满足： 
V(p) = σ (p)，任给 p∈Pro， 
V(Eα) = τ(Eα)，任给 Eα∈

                                                       

ActForm。 
证  归纳定义。 
(1) 任给命题变项 p，定义 V(p) = σ (p)； 

 
① 映射Rα：W→ P(W)，可以看作是择类映射，本质上与

W上的二元关系Sα一样。它们可互相定义： 

任给映射Rα：W→ P(W)，可定义W上的二元关系 

Sα = {<x, y>：y∈Rα(x)}； 

任给W上的二元关系Sα，可定义映射 

Rα：W→ P(W)，Rα(x) = {y：<x, y>∈Sα}。 

(2) 任给动作α，定义 V(Eα) = τ(Eα)； 
(3) V(¬ϕ) = W \ V(ϕ)； 
(4) V(ϕ∧ψ) = V(ϕ)∩V(ψ)； 
(5) V([α]ϕ) = {x：Rα(x) ⊆ V(ϕ)}； 
(6) V(Eϕ) = N*(V(ϕ))， 

则 V 是满足条件的拟赋值。■ 
由引理 3.3，只要给定了拟赋值在原子公式上

的值，就唯一确定了这个拟赋值。 
 
3.4 引理  K是框架，V是K上拟赋值，p1,…, pn

是n个不同的命题变项，ϕ, ψ1,…, ψn是公式，构造

新的拟赋值V′如下： 
V′(p1) = V(ψ1)，…，V′(pn) = V(ψn)， 
V′(θ) = V(θ)，对其他原子公式θ， 

则 
V(ϕ(ψ1/p1,…, ψn/pn)) = V′(ϕ)。 

证  归纳证明，详细证明可参考模态逻辑中类

似结果的证明。■ 
 
对于框架来说，更重要的是赋值。 
3.5 定义  K = <W, N, R>是框架，V 是 K 上的

拟赋值。 
如果 V 满足：对所有ϕ∈Form 和α∈Act， 

V(Eα) ⊆ V([α]ϕ→Eϕ)， 
就称 V 是 K 上的赋值，并称 M = <K, V>是模型。

■ 
 
赋值对原子公式 Eα是有要求的，它不能通过

公式的归纳构造由原子公式的指派得到，它的存在

性是需要证明的。 
3.6 定理  K = <W, N, R>是框架，任给σ：

Pro→ P(W)，都存在的 K 上赋值 V，满足：任给

p∈Pro，都有 V(p) = σ (p)。 
证  取 

τ：ActForm→P(W)，τ(Eα) = {x：Rα(x)∈N(x))。由

引理 3.3 得K上的拟赋值V。以下证明V是赋值。 
任给动作α，任给 x∈V(Eα)，都有 

Rα(x)∈N(x)， 
所以任给公式ϕ，如果x∈[α]ϕ，则Rα(x) ⊆ V(ϕ)，由

Rα(x)∈N(x)和N(x)的单调性得 
V(ϕ)∈N(x)， 

由 V(Eϕ)的定义得 x∈V(Eϕ)，所以 
x∈V([α]ϕ→Eϕ)， 

因此 V(Eα) ⊆ V([α]ϕ→Eϕ)。■ 
 
3.7 定义  K = <W, N, R>是框架，ϕ是公式。 
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(1) V 是 K 上赋值。如果 V(ϕ) = W，则称模型

<K, V>满足ϕ，记为<K, V> |= ϕ。 
(2) 如果任给 K 上赋值 V，都有<K, V> |= ϕ，

则称框架 K 满足ϕ，记为 K |= ϕ。■ 
由定义可知：K |= ϕ 当且仅当 (任给 K 上赋值

V，都有 V(ϕ) = W)。■ 
 
我们可以将满足的概念推广到框架类。Σ是框

架类，ϕ是公式，如果任给 K∈Σ，都有 K |= ϕ，则

称框架类Σ满足ϕ，记为Σ |= ϕ。 
语义学角度的逻辑是满足某种语义条件的公

式集，我们这里用“框架类满足”来定义逻辑。 
3.8 定义  L 是一个公式集，如果存在框架类

Σ，使得 L = {ϕ：Σ |= ϕ}，则称 L 是一个 DE-逻辑，

简称逻辑。 
这时 L 也称为由框架类Σ确定的逻辑。■ 
由全体框架类确定的逻辑称为极小逻辑，记为

L0，即L0 = {ϕ：任给框架K，都有K |= ϕ}。 

四   极小系统和可靠性 

极小DE系统DEm定义如下： 
公理（模式）：  
(TA) 所有重言式的代入， 
(∧EA) Eϕ∧Eψ→E(ϕ∧ψ)， 
(KαA) [α](ϕ→ψ)→([α]ϕ→[α]ψ)， 
(EαA) Eα→([α]ϕ→Eϕ)， 
推理规则： 
(MP) 从ϕ, ϕ→ψ得到ψ， 
(RME) 从ϕ→ψ得到Eϕ→Eψ， 
(RNα) 从ϕ得到[α]ϕ。■ 
DEm系统的形式证明和内定理定义如常。用 

|− ϕ表示ϕ是DEm的内定理，DEm的全体内定理的

集合记为Th(DEm)。我们也用 |−/ ϕ表示ϕ不是DEm

的内定理。 
 
引理 4.1  DEm的内定理。 
(1) |− E(ϕ→ψ)→(Eϕ→Eψ)。 
(2) [α]ϕ∧[α]ψ↔[α](ϕ∧ψ)。■ 
引理 4.2  DEm的导出规则。 
(1) 如果 |− ϕ→ψ，则 |− [α]ϕ→[α]ψ。 
(2) 如果 |− ϕ1∧…∧ϕn→ϕ，则 

|− [α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ϕ。■ 
 
DEm对于全体框架类是可靠的。证明方法如

常，只需证明公理是可满足的，推演规则保持可满

足性不变。 
 
引理 4.3  K = <W, N, R>是框架。 
(1) K |= ϕ，ϕ是重言式的代入。 
(2) K |= Eϕ∧Eψ→E(ϕ∧ψ)。 
(3) K |= [α](ϕ→ψ)→([α]ϕ→[α]ψ)。 
(4) K |= Eα→([α]ϕ→Eϕ)。 
证  任给 K 上赋值 V，对(1)-(4)中的公式θ，

证明 V(θ) = W。 
(1) 令ϕ = ψ(ψ1/p1,…, ψn/pn)使得ψ是重言式。

任给赋值V，由引理 3.4，存在拟赋值V′使得 
V(ψ(ψ1/p1,…, ψn/pn)) = V′(ψ)。 

显然V′(ψ) = W，所以V(ψ(ψ1/p1,…, ψn/pn)) = W。 
(2) 如 果 x∈V(Eϕ∧Eψ) ， 则 x∈V(Eϕ) 且

x∈V(Eψ)，所以 
V(ϕ)∈N(x)且 V(ψ)∈N(x)， 

由有穷交封闭性得 
V(ϕ)∩V(ψ)∈N(x)， 

即 V(ϕ∧ψ)∈N(x)，所以 
x∈V(E(ϕ∧ψ))， 

因此 V(Eϕ∧Eψ) ⊆ V(E(ϕ∧ψ))，即 
V(Eϕ∧Eψ→E(ϕ∧ψ)) = W。 

(3) 参考模态逻辑中类似结果的证明。 
(4) 由赋值的定义得 

V(Eα) ⊆ V([α]ϕ→Eϕ)， 
所以 V(Eα→([α]ϕ→Eϕ)) = W。■ 

 
引理 4.4  K = <W, N, R>是框架。 
(1) 如果 K |= ϕ且 K |= ϕ→ψ，则 K |= ψ。 
(2) 如果 K |= ϕ→ψ，则 K |= Eϕ→Eψ。 
(3) 如果 K |= ϕ，则 K |= [α]ϕ。 
证  任给 K 上赋值 V，假设对(1)-(3)前提中的

公式η，都有 V(η) = W，证明对(1)-(3)结论中的公

式θ，都有 V(θ) = W。 
(1) 参考模态逻辑中类似结果的证明。 
(2) 如果 x∈V(Eϕ)，则 V(ϕ)∈N(x)，由 V(ϕ→ψ) 

= W 得 
V(ϕ) ⊆ V(ψ)， 

再由 V(ϕ)∈N(x)和 N(x)的单调性得 
V(ψ)∈N(x)， 

所以 x∈V(Eψ)，因此 
V(Eϕ) ⊆ V(Eψ)， 

即 V(Eϕ→Eψ) = W。 
(3) 因为 V(ϕ) = W，所以 

任给x∈W，都有Rα(x) ⊆ V(ϕ)， 
由 V([α]ϕ)的定义得 
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x∈V([α]ϕ)， 
因此 V([α]ϕ) = W。■ 

 

定理 4.5  可靠性定理 
极小系统DEm对于全体框架类是可靠的。即任

给DEm的内定理ϕ，任给框架K，都有K |= ϕ，也就

是Th(DEm) ⊆ L0。 
证  由引理 4.3 和 4.4，再对内定理证明的证

明序列作归纳证明。■ 

五   典范模型和完全性 

5.1 定义  u 是公式集。 
(1) 如果任给ϕ1,…, ϕn∈u，都有 

 |−/ ¬(ϕ1∧…∧ϕn)， 
则称 u 是一致集。 

(2) 如果任给ϕ∈Form，都有ϕ∈u 或¬ϕ∈u，则

称 u 是极大集。 
(3) 如果 u 既是一致的又是极大的，则称 u 是

极大一致集。 
全体极大一致集的集合记为 U。■ 
 
极大一致集有以下基本性质。 
5.2 引理  u 是极大一致集。 
(1) ¬ϕ∈u 当且仅当 ϕ∉u。 
(2) ϕ∧ψ∈u 当且仅当 ϕ∈u 且ψ∈u。 
(3) 如果ϕ∈u 且 |− ϕ→ψ，则ψ∈u。 
(4) Th(DEm) ⊆ u。■ 
5.3 引理   
任何一致集可以扩充为极大一致集。■ 
5.4 引理 
(1) 如果 |−/ ϕ，则{¬ϕ}是一致的。 
(2) 任给 |−/ ϕ，存在极大一致集 u，使得ϕ∉u。 
(3) 任给 |−/ ϕ→ψ，存在极大一致集 u，使得ϕ∈u

且ψ∉u。 
(4) 如果u∪{¬ϕ}是一致的，则存在ϕ1,… , 

ϕn∈u，使得 |− ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。■ 
任给ϕ∈Form，记|ϕ| = {u：u∈U 且ϕ∈u}。由

引理 5.2 和引理 5.4 可得。 
5.5 引理 
(1) |¬ϕ| = U \ |ϕ|。 
(2) |ϕ∧ψ| = |ϕ|∩|ψ|。 
(3) |− ϕ→ψ 当且仅当 |ϕ| ⊆ |ψ|。 
(4) |− ϕ↔ψ 当且仅当 |ϕ| = |ψ|。■ 
引理 5.2-5.5 的证明可参考模态逻辑中类似结

果的证明。 

5.6 定义  x, u 是公式集。 
(1) x –α = {ϕ：[α]ϕ∈x}。 
(2) 如果x –α ⊆ u，则称u是x的α-伴随集。■ 
 
5.7 引理 
(1) 如果[α]ϕ∉x，则存在 x 的α-伴随集 u，使

得ϕ∉u。 
(2) x∈| [α]ϕ | 当且仅当 任给 x 的α-伴随集 u，

都有 u∈|ϕ|。 
证  (1) 先证x –α∪{¬ϕ}一致。 
反证。如果x –α∪{¬ϕ}不一致，则由引理 5.4(4)

得存在ϕ1,…, ϕn∈x –α，使得 
|− ϕ1∧…∧ϕn→ϕ。 

所以由引理 4.2(2)得 
|−[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn→[α]ϕ。 

由ϕ1,…, ϕn∈x –α得[α]ϕ1,…, [α]ϕn∈x，所以 
[α]ϕ1∧…∧[α]ϕn∈x， 

因此[α]ϕ∈x，矛盾。 
由 5.3，存在极大一致集u，使得x –α∪{¬ϕ} ⊆ u，

显然ϕ∉u。 
(2) 如果 x∈| [α]ϕ |，则[α]ϕ∈x，所以 

任给 x 的α-伴随集 u，都有ϕ∈u， 
因此 

任给 x 的α-伴随集 u，都有 u∈| ϕ |。 
如果 x∉| [α]ϕ |，则[α]ϕ∉x，由(1)得 

存在 x 的α-伴随集 u，使得ϕ∉u， 
因此 

存在 x 的α-伴随集 u，使得 u∉| ϕ |。 
■ 

 
5.8 引理  N：U→ P(P(U))  N(x) = {S：存在

Eϕ∈x，使得|ϕ| ⊆ S}，则任给 x∈U，都有 
(1) 如果 S∈N(x)且 S ⊆ Q，则 Q∈N(x)。 
(2) 如果 S, Q ∈N(x)，则 S∩Q∈N(x)。 
证  (1) 如果 S∈N(x)且 S ⊆ Q，则由前者，存

在 Eϕ∈x，使得|ϕ| ⊆ S，所以由 S ⊆ Q 得 
存在 Eϕ∈x，使得|ϕ| ⊆ Q， 

因此 Q∈N(x)。 
(2) 如果 S, Q∈N(x)，则存在 Eϕ, Eψ∈x，使得

|ϕ| ⊆ S 且|ψ| ⊆ Q。因为 
|− Eϕ∧Eψ→E(ϕ∧ψ)， 

所以 E(ϕ∧ψ)∈x，又 
| ϕ∧ψ | = | ϕ |∩| ψ | ⊆ S∩Q， 

因此 S∩Q∈N(x)。■ 
 
5.9 引理  N：U→ P(P(U))  N(x) = {S：存在
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Eϕ∈x，使得| ϕ | ⊆ S}，则任给公式ψ，都有 
| ψ |∈N(x) 当且仅当 Eψ∈x。 

证  如果| ψ |∈N(x)，则存在 Eϕ∈x，使得| ϕ | ⊆ 
| ψ |，所以 |− ϕ→ψ，因此 |− Eϕ→Eψ，由 Eϕ∈x
得 Eψ∈x。 

如果 Eψ∈x，由| ψ | ⊆ | ψ |得| ψ |∈N(x)。■ 
 
由引理 5.9，我们可以定义典范框架如下： 
定义 5.10  K = <U, N, R>。K 称为典范框架，

如果 
(1) U = 全体极大一致集的集合， 
(2) N：W→ P(P(W))  N(x) = {S：存在 Eϕ∈x，

使得| ϕ | ⊆ S}， 
(3) R = {Rα：α∈Act}，Rα：W→ P(W)  Rα(x) 

= {u：u是x的α-伴随集}。■ 
 
定理 5.11  K = < U, N, R>是典范框架，V：

Form→ P(W)  V(ϕ) = | ϕ |，则 V 是 K 上赋值。 
证  先证明 V 是拟赋值。 
(1) V(¬ϕ) = |¬ϕ| = U \ |ϕ| = U \ V(ϕ)。 
(2) V(ϕ∧ψ) = |ϕ∧ψ| = |ϕ|∩|ψ| = V(ϕ)∩V(ψ)。 
(3) x∈V(Eϕ) 当且仅当 x∈| Eϕ | 

当且仅当 Eϕ∈x 
当且仅当 | ϕ |∈N(x) 
当且仅当 V(ϕ)∈N(x)。 

(4) x∈V([α]ϕ) 当且仅当 x∈| [α]ϕ | 
当且仅当 任给 x 的α-伴随集

u，都有 u∈| ϕ | 
当且仅当 Rα(x) ⊆ | ϕ | 
当且仅当 Rα(x) ⊆ V(ϕ)。 

再证明 V 是赋值。 
任给公式ϕ，任给动作α，因为 

|− Eα→([α]ϕ→Eϕ)， 
所以 

| Eα | ⊆ | [α]ϕ→Eϕ |， 
因此 V(Eα) ⊆ V([α]ϕ→Eϕ)。■ 

 
典范框架和以上赋值构成典范模型。 
定义 5.12  K = <U, N, R>是典范框架， 

V：Form→ P(U)  V(ϕ) = | ϕ |， 
称 M = < K, V >是典范模型。■ 

 
用典范模型可以证明DEm的完全性。 
定理 5.13  完全性定理 
极小系统DEm对于全体框架类是完全的。即若

任给框架K，都有K |= ϕ，则ϕ是DEm的内定理，也

就是L0 ⊆ Th(DEm)。 
证  我们只须证：如果 |−/ ϕ，则存在框架 K，

使得 K |=/ ϕ， 

设 |−/ ϕ，则存在极大一致集 u，使得ϕ∉u，所

以 u∉| ϕ |，因此| ϕ | ≠ U。 
取典范模型 M = < K, V >，则 V(ϕ) = | ϕ |≠ U，

所以< K, V > |=/ ϕ，因此 K |=/ ϕ。■ 
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