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提要   本文对通常的典范模型方法加以改造，在典范结构的基础上，建立了相对于任意给定有穷公式集 Γ 的  

Γ-典范框架和 Γ-典范模型，以此证明了 M的框架类完全性。Γ-典范模型方法是有穷方法，由此还得到了 M的

可判定性。 
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我们在“一个关于常识推理的基础逻辑”[1]一文中给出了形式语言 L 、L 的形式语义集

选语义以及形式系统 M。本文是系统 M 完全性的证明。 

形式语言 L 、集选语义及系统 M 简述如下，详细情况请参见[1]。 

形式语言 L 有可数无穷多个变元符号，常项符号 ⊥ ，联结词 → 和 >。 L -公式定义如

常。其中所有原子公式的集合记作 P ( L )。所有 L -公式的集合记作 F ( L )。语法符号 p, q, r 等
表示任意的原子公式，α , β, γ , δ , ϕ, ψ 等表示任意的公式。Γ, Φ 等表示任意的公式集。被定

义符号有 T，¬，∧，∨，↔。括号的省略按如下顺序：¬，∧，∨，>，→，↔。 

集选语义由集选框架、模型以及真和有效性定义等组成。 

一个集选框架是一个二元组〈W, é 〉，其中 W 是非空集，é  是集选函数，即 é ：P(W) × 
P(W) → P(W)，满足：对 W 的任意子集 X, Y, Z, 

（1）如果 X⊆X′,，则 é (X, Y)⊆ é (X′, Y)； 

（2）如果对 X 中任意的 w 都有 é ({w}, Y)⊆Z, 则 é (X, Y)⊆Z； 

（3）如果 é (X, Y)⊆Z, 则 é (W, X∩Y)⊆Z。 

一个集选模型是一个三元组〈W, é , σ 〉，其中〈W, é 〉是一个集选框架，σ  是一个从原子

公式集到 W 的幂集的映射，即 σ  : P ( L ) → P (W)。 

以下将集选框架简称为框架。集选模型类似。 

设 M ＝〈W, é, σ 〉，是任一模型，ϕ 是任一公式，|| ϕ ||M 是满足如下条件的集合： 

（1）|| ⊥ ||M ＝ ∅ 

（2）|| p||M ＝σ (p) 

（3）|| α → β ||M ＝(W－|| α  ||M ) ∪ || β ||M  

（4）|| α > β ||M ＝ ∪{X ⊆ W : é (X, ||α  ||M ) ⊆ || β ||M } 



 

 2 

设 M 是任一模型，X 是 WM 的任一非空子集，α 是任一公式。α 在 X 上为真，记作 M 
|=Xα ，当且仅当，X ⊆ || α ||M。α 是有效的，记作 |= α ，当且仅当，对任意的模型 M，M |= 

WM
 α ，又记作 M |= α 。 

形式系统 M 

公理模式 

PL  所有重言式。 

CK  (α > (β → γ )) → ((α > β ) → (α > γ )) 

CMP (α ∧ (α > β )) > β 

初始规则 

MP 从 α 和 α →β 可得 β （分离） 

RCEA 从 β ↔ γ 可得 (β >α ) ↔ (γ >α )（前件等值置换）  

RN 从 β 可得 α > β  （正常化规则） 

RM 从 α > β 可得 α  ∧ γ > β  （对定理的单调性） 

1．典范结构与 M的一般框架完全性 

定义 1.1  二元组〈WM, é M〉是 M 的典范结构，当且仅当， WM = {w : w 是 M-极大一致

集}，é M  是一个函数，é M ：P(WM)×P(WM) → P(WM)，满足 é M (X, | α | M ) = ∩{ | β | M :  X ⊆ 
| α  > β | M }。其中 | α  | M = {w :  w 是 M-极大一致集，α  ∈w}。 

注意 é M 的第二个变目，是用公式表示的，因此 é M 不是 P(WM)×P(WM) 上的全函数，〈WM, 
é M〉不是框架，所以这里称其为结构。 

定义 1.2  设 S 是任一系统，α 是任意公式，Γ 是任意公式集。α 是 S-一致的，当且仅

当，¬α 不是 S 定理。Γ 是 S-一致的，当且仅当，任意 α  1 , …  , α n ∈Γ，¬ (α 1 ∧, …  , ∧ α  n ) 不
是 S 定理。 

引理 1.1  设 Γ 是 M 极大一致集。如果 ¬ (α > β ) ∈ Γ，则 { γ : α > γ ∈ Γ }∪{¬β } 是
M-一致的。（“是 M-一致的”以后简称“是一致的”，“不是 M-一致的”简称“是不一致的”。） 

证  设 Λ = { γ : α  > γ ∈ Γ }。假设 Λ∪{¬β } 是不一致的。因此，有 β 1 , …  , β n ∈ Λ，使

得 |− ¬ (β 1 ∧, …  , ∧ β n ∧ ¬ β )。根据古典命题逻辑 PC，可得 |−β 1 ∧, …  , ∧β n → β 。再由 RCK，

可得 |−α  > β 1 ∧, …  , ∧ α > β n → α > β 。因此有，|− ¬ (α > β 1 ∧, …  , ∧ α > β n ∧ ¬ (α  > β ))。这

说明 {α > β 1, …  , α > β n , ¬ (α > β )} 是不一致的，与 Λ ∪ {¬ (α > β )} ⊆ Γ 矛盾。■ 

引理 1.2  设〈WM, é M〉是 M 的典范结构。对任意的 (α > β ) ∈ F ( L )， 任意的 X ⊆ WM，

X ⊆ | α  > β | M ，当且仅当，é M  (X, | α  | M ) ⊆ | β | M 。 

证  设 X ⊆ | α  > β | M 。如果 w∈é M  (X, | α | M ) ⊆ | β | M ，据 é M  的定义（定义 1.1），
w∈{ w'∈W : { γ : X ⊆ | α > γ | M }⊆w' } 。因为 β ∈w，所以 w∈ | β | M 。于是，é M  (X, | α  | M ) ⊆ | 
β | M 。 

设 X ⊆/  | α > β | M 。于是，有 w∈X，且 w ∉ | α  > β | M 。既然 w 是极大一致集，所以 ¬ (α 
> β ) ∉ w。据引理 1.1，{ γ : α > γ ∈ w }∪{¬β } 是一致的。又 w∈X，所以 { γ : X ⊆ | α  >        γ 
| M }⊆{ γ :  w∈ | α  > γ | M } = { γ : w∈ | α > γ | M ∈ w}。于是，{ γ : X ⊆ | α > γ | M } 是一致的。由
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Lindenbaum 定理（一致集可以扩张成一极大一致集），存在极大一致集 w*，{ γ : X ⊆ | α  >    γ 
| M }⊆w*，并且¬β ∈ w*。据定义 1.1，w*∈é M  (X, | α  | M ) ⊆ | β | M 。然而，因为 ¬β ∈ w*，所

以 w ∉ | β | M 。于是é M  (X, | α  | M ) ⊆/  | β | M 。■ 

 

定理 1.1  M 的典范结构〈WM, é M〉满足：对 WM 的任意子集 X, Y, Z, 

（1）如果 X⊆X′，则 é M  (X, | α  | M ) ⊆ é M  (X′, | α | M )； 

（2）如果对 X 中任意的 w 都有 é M  ({w}, | α | M ) ⊆ | β | M ，则 é M  (X, | α | M )⊆ | β | M ； 

（3）如果 é M  (| γ | M , | α | M ) ⊆ | β | M ，则 é M  (WM , | γ | M ∩ | α  | M ) ⊆ | β | M 。 

证  证（1）。假设 X⊆X′，并且，对任意的 w，w∈é M  (X, | α | M )。设 X' ⊆ | α > β | M ，其

中 β 是任意的公式。既然 X⊆X′，据设，X ⊆ | α > β | M 。又既然 w∈é M  (X, | α  | M )，由定义 1.1，
β ∈w。于是，{ β : X ⊆ | α > β | M } ⊆ w。由定义 1.1，w∈é M  (X′, | α | M )。 

证（2）。假设对任意的 w，w∈X，é M  ({w}, | α | M )，并且 é M  ({w}, | α  | M ) ⊆/  | β | M 。由设，

必有某个 w*，w*∈X，且 w*∉| α  > β | M 。据引理 1.2，é M  ({w*}, | α | M ) ⊆/  | β | M 。 

证（3）。设 é M  (| γ | M , | α  | M ) ⊆ | β | M ，并且 w∈é M  (WM , | γ | M ∩ | α | M )。据引理 1.2， | γ 
| M ⊆ | α  > β | M 。于是，| γ | M = | γ | M ∩ | α  > β | M 。因此有，| γ ∧α  | M = | γ | M ∩ | α  | M = | γ | M ∩ 
| α  | M ∩ | α > β | M 。因为 M 有公理 (α ∧(α > β )) > β，所以，WM ⊆ | (α ∧(α > β )) ∧ γ ) >     β 
| M = | (γ ∧α  ) > β | M 。据定义 1.1，既然 w∈é M  (WM , | γ | M ∩ | α | M )，于是 β ∈w，即 w∈| β | M 。

■ 

设 X 是任意 M-极大一致集的集合。如果存在公式 α ，| α |M = X，则称 X 有公式对应。

该定理说明，对有公式对应的极大一致集来说，框架条件成立。由此可以得到一般框架完全性。

对此我们还希望得到框架类完全性。但是，因为不是所有的极大一致集的集合都有公式对应，

所以〈WM, é M〉不是框架，原来典范模型的完全性证明方法不能完全照搬。这是 M 完全性证

明的困难所在。下面用 Γ-典范模型方法证明 M 的框架类完全性。 

2．Γ-典范框架与 Γ-典范模型  

定义 2.1  设 α 和 β 是任意的公式，Γ 是任意的公式集。 

（1）~α 是单层否定公式，当且仅当，~α  = β，如果 α 是¬β；否则，~α = ¬β 。 

（2）称 Γ 对单层否定封闭，如果 α ∈ Γ，则 ~α ∈ Γ。 

定义 2.2  设 Γ 是任意的公式集。CCL(Γ) 是 Γ 的部件闭包，当且仅当，CCL(Γ) 是含有

所有 Γ 公式的子公式并且对单层否定封闭的公式集。（子公式按通常定义。） 

例如，设 Γ = { p > q,  ¬q, ¬¬r}。于是，CCL(Γ) = { p > q, ¬q, ¬¬r,  p, q, ¬r, r, ¬(p > q), 
 ¬p }。 

根据该定义，显然，如果 Γ 是有穷的，则 CCL(Γ) 也是有穷的。 

定义 2.3  设 Γ 是任意的公式集。A 是 Γ 上的受限极大一致集，当且仅当，A 是满足以

下三个条件的集合： 

（1）A ⊆ CCL(Γ)；  

（2）A 是一致的； 
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（3）如果 A ⊆ B，B⊆CCL(Γ)，B 是一致的，则 A = B。 

 

设 Γ 是任意的公式集。以后用 WΓ 表示所有 Γ 上的受限极大一致集的集合。 

一致与系统有关，总是在某个系统推演或证明基础上的一致。所谓 Γ 上的受限极大一致

集，确切地说，是在某个给定系统 S 的极大一致集，即 Γ 上的受限 S 极大一致集。在这里，

我们讨论的是系统 M，本文以下所说的 Γ 上的受限极大一致集，指的是 Γ 上的受限 M 极大

一致集。相应地，WΓ 所表示的是所有 Γ 上的受限 M 极大一致集的集合。 

 

命题 2.1  设 Γ 是任意的公式集，α 是任意的公式。 

（1）对任意的 A ∈ WΓ ，α ∈ CCL(Γ)，α  ∈A 或 ~α ∈A。 

（2）如果 Γ 是有穷的，则 WΓ 和 WΓ 中的每个元素也是有穷的。 

定义 2.4  设 Γ 是任意的公式集，α 是任意的公式。| α |Γ = { A∈WΓ : α  ∈A } 

引理 2.1  设 Γ 是任意的公式集。对任意的 α  ∈ CCL(Γ)，如果 α 一致，则存在某个集合

A，A∈WΓ ，α  ∈A。 

该引理类似于 Lindenbaum 定理，或者说，是在公式集 CCL(Γ) 上的 Lindenbaum 定理，

用通常方法可证，从略。 

引理 2.2  设 Γ 是任意的公式集，α 和 β 是任意的公式。如果 α ∈ CCL(Γ)，α→β ∈ 
CCL(Γ)，则 

（1）| ¬α  |Γ ＝ WΓ －| α |Γ  

（2）| α  →β |Γ ＝ (WΓ －| α |Γ ) ∪ | β |Γ  

由通常方法可证，从略。 

定义 2.5  设 Γ 是任意的有穷公式集。对任意的 A = {α 1, …  , α n} ∈ WΓ ，X = {A1, …  , 
Am }⊆ WΓ ，定义公式 ϕA，ϕX 如下： 

ϕA = α  1 ∧ …  ∧ α  n 

ϕX = ϕA1 ∨ …  ∨ ϕAm 

命题 2.2  设 Γ 是任意的有穷公式集。 

（1）对任意的 X, Y ⊆ WΓ ，如果 X ⊆ Y，则 | ϕX |M ⊆ | ϕY |M； 

（2）对任意的 α ∈CCL(Γ)，| ϕ |α |Γ |M ＝| α |Γ。 

由以上定义可得，证明从略。 

 

定义 2.6  设 Γ 是任意公式集。f 是 Γ-归约映射，当且仅当，f : WM → WΓ ，满足对任

意的 wM ∈ WM ，f (wM) = wΓ ，如果 wΓ ⊆wM。 

定义 2.7  设 Γ 是任意公式集。定义映射 g，g* 如下： 

g :  P(WM) → P(WΓ)，满足对任意的 XM ∈ P(WM )，g (XM) = { f (wM) : wM∈XM }。 
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g* :  P (WΓ) → P (WM)，满足对任意的 XΓ ∈ P(WΓ )，g (XΓ) = { wM∈WM : 存在 xΓ ∈XΓ ，

f (wM) = xΓ }。 

根据以上定义，显然，f 以及 g 和 g* 是函数，并且 f，g 是满射，g* 是单射。 

 

命题 2.3  设 Γ 是任意有穷公式集，XM 和 X'M 是 WM 的任意子集，XΓ 和 X'Γ 是 WΓ 的

任意子集，α 是 CCL(Γ) 中的任意公式。函数 g 和 g* 有如下性质。 

（1）如果 XM ⊆ X'M，则 g (XM) ⊆ g (X'M)。 

（2a）如果 XΓ ⊆ X'Γ ，则 g* (XΓ) ⊆ g* (X'Γ)。 

（3a）g (g* (XΓ)) ⊆ XΓ 

（2b）如果 g* (XΓ) ⊆ g* (X'Γ) ，则 XΓ ⊆ X'Γ 。 

（3b）XΓ ⊆ g (g* (XΓ)) 

（2）如果 XΓ ⊆ X'Γ ，当且仅当，g* (XΓ) ⊆ g* (X'Γ)  

（3）g (g* (XΓ)) = XΓ  

（4）XM ⊆ g* (g (XM)) 

（5）g* (XΓ ∩ X'Γ) = g* (XΓ) ∩ g* (X'Γ)  

（6）g* (XΓ) = |ϕXΓ |M 

（7）g ( |ϕAΓ |M ) = g* (g (XΓ)) = XΓ 

（8）WM = g* (WΓ) = |ϕWΓ |M 

（9）| ϕXΓ |M ∩ | ϕYΓ |M = | ϕXΓ ∩ ϕYΓ |M  

（10）g* (| α  |Γ ) = | α |M 。 

（11）g (| α |M ) = g ( g* (| α  |Γ )) = | α  |Γ  

证  

证（1）。设 wΓ ∈ g (XM)，wΓ 是 WΓ 中的任意元素。据 g 的定义，有某个 wM∈XM，f  (wM) 
= wΓ 。又 XM ⊆ X'M，因此 wM ∈X'M。据 g 的定义，wΓ ∈ g (X'M)，所以 g (XM) ⊆ g (X'M)。 

证（2a）。设 XΓ ⊆ X'Γ ，并且，wM ∈g* (XΓ)，wM 是 WM 的任意元素。据 g* 的定义，有

某个 wΓ ∈XΓ ，使得 f  (wM) = wΓ 。既然 XΓ ⊆ X'Γ ，所以 wM ∈g* (XΓ)。再由 g* 的定义，wM ∈ 
g* (X'Γ)。所以，g* (XΓ) ⊆ g* (X'Γ)。 

证（3a）。设 wΓ ∈g (g* (XΓ))，wΓ 是 WΓ 的任意元素。据 g 的定义，有某个 wM∈g* (XΓ)，
f (wM) = wΓ 。据 g* 的定义，wΓ ∈XΓ 。所以，g (g* (XΓ)) ⊆ XΓ 。 

证（2b）。设 g* (XΓ) ⊆ g* (X'Γ)，并且，wΓ ∈ XΓ ，wΓ 是 WΓ 的任意元素。据（2a），g* ({wΓ}) 
⊆ g* (XΓ)。据设，g* ({wΓ}) ⊆ g* (X'Γ)。据（1），g (g* ({wΓ})) ⊆ g (g* (X'Γ))。据 g* 的定义，

g* ({wΓ}) = { wM∈WM :  f (wM) = wΓ }。于是，g (g* ({wΓ})) = {wΓ }。又据（3a），g (g* (X'Γ)) ⊆ 
X'Γ ，所以，{wΓ}⊆ X'Γ 。因此 wΓ ∈X'Γ 。 

证（3b）。设 wΓ ∈XΓ 。据 g* 的定义，g* ({wΓ}) = { wM∈WM :  f (wM) = wΓ }。于是，         
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g (g* ({wΓ})) = {wΓ }。既然 {wΓ}⊆ XΓ ，由（1）和（2）已证，g (g* ({wΓ})) ⊆ g (g* (XΓ))。所

以，{wΓ} ⊆ g (g* (XΓ))，因而 wΓ ∈g (g* (XΓ))。因为 wΓ 是 WΓ 的任意元素，于是，XΓ ⊆g (g* (XΓ))。 

（2）可由（2a）和（2b）得到。（3）可由（3a）和（3b）得到。 

证（4）。设 wM ∈XM。于是，f  (wM) ∈ g (XM)。据 g* 的定义，g* (f  (wM)) = { w'M∈WM :        
f (w'M) = f (wM) }。于是，wM ∈ g* ({f (wM)})。既然，{f (wM)}⊆ g (XM)，根据（2），g* ({f (wM)}) 

⊆ g* (g (XM))，因此，wM ∈ g* (g (XM))。因为 wM 是 XM 的任意元素，所以 XM ⊆ g* (g (XM))。 

证（5）。因为 (XΓ ∩ X'Γ) ⊆ XΓ 并且 (XΓ ∩ X'Γ) ⊆ X'Γ ，根据（2），g* (XΓ ∩ X'Γ) ⊆ g* (XΓ)，
并且 g* (XΓ ∩ X'Γ) ⊆ g* (X'Γ)。于是，g* (XΓ ∩ X'Γ) ⊆ g* (XΓ) ∩ g* (X'Γ)。 

设 wM ∈ g* (XΓ) ∩ g* (X'Γ)，wM 是 WM 中的任意元素。据 g* 的定义，有某个 wΓ ∈XΓ ，

f  (wM) = wΓ ，并且有某个 w'Γ ∈X'Γ ，f (wM) = w'Γ 。既然 f 是函数，于是有 wΓ = w'Γ ，并且

wΓ ∈ XΓ ∩ X'Γ 。再据 g* 的定义，wM ∈ g* (XΓ ∩ X'Γ)。所以，g* (XΓ) ∩ g* (X'Γ) ⊆ g* (XΓ ∩ X'Γ)。 

证（6）。设 wM ∈ g* (XΓ)，wM 是 WM 中的任意元素。据 g* 的定义，有某个 wΓ ∈XΓ ，f  (wM) 
= wΓ 。据 f 的定义，wΓ ⊆ wM。既然 wM 是 M-极大一致集，所以 ϕwΓ∈wM。因此，ϕXΓ∈wM。

所以，g* (XΓ)⊆ |ϕXΓ |M。 

设 wM ∈|ϕXΓ |M，wM 是 WM 的任意元素。于是，ϕXΓ∈wM。既然 wM 是 M-极大一致集，所

以有某个 wΓ ∈XΓ ，使得 ϕwΓ∈wM。因此 wΓ ⊆ wM，并且 f  (wM) = wΓ 。于是，wM ∈ g* (XΓ)。
所以，|ϕXΓ |M ⊆g* (XΓ)。 

（7）由（3）和（6）可得。 

证（8）。据 g* 的定义，显然有 g* (WΓ) ⊆ WM。另一方面，据 g 的定义，g (WMΓ) ⊆ WΓ 。

根据（2），g* (g (WMΓ)) ⊆ g* (WΓ)。又据（4），WM ⊆ g* (g (WMΓ))，于是，WM ⊆ g* (WΓ)。  

由（6）可得 g* (WΓ) = |ϕWΓ |M。 

（9）由（5）和（6）可得。 

证（10）。设 XΓ = | α |Γ 。根据 ϕXΓ 的定义，有 ϕXΓ ↔α 。于是 |ϕXΓ |M = | α  |Γ 。根据（6），
g* (XΓ) = |ϕXΓ |M，所以 g* (| α  |Γ ) = | α |M 。 

（11）可由（3）和（10）得到。■ 

 

定义 2.8  设 Γ 是任意公式集。二元组〈WΓ, é Γ〉是 Γ-典范框架，当且仅当，WΓ 是 Γ 上
的受限极大一致集的集合，é Γ  ： P(WΓ)×P(WΓ) → P(WΓ) 是满足以下条件的函数：对任意的

XΓ 和 YΓ ⊆ WΓ ，é Γ (XΓ , YΓ ) = g (é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M ))。  

定义 2.9  设 Γ 是任意有穷公式集。三元组 MΓ =〈WΓ , é Γ , σ Γ〉是 Γ-典范模型，当且仅

当，〈WΓ, é Γ〉是 Γ-典范框架，σ Γ 是满足以下条件的映射：对任意的变元 p，σ Γ ( p ) = {wΓ ∈WΓ : 
p ∈wΓ } 

3．M 的框架类完全性 

引理 3.1  设 Γ 是任意有穷公式集。Γ-典范框架〈WΓ, é Γ〉是 M-框架。 

证  根据 M 的可靠性，所有集选框架都是 M-框架。所以只需证〈WΓ, é Γ〉是集选框架。

Γ 是公式集，所以 WΓ 非空。下证 é Γ 满足集选框架的三个条件。 
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设 XΓ, YΓ 和 ZΓ 是 WΓ 的任意子集。 

条件（1）：如果 XΓ ⊆X′Γ, 则 é Γ (XΓ , YΓ ) ⊆ é Γ (X'Γ , YΓ )。 

设 XΓ ⊆X′Γ ，由命题 2.2，| ϕXΓ |M ⊆ | ϕX'Γ |M 。根据定理 1.1（1），é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ 
é M (| ϕX'Γ |M , | ϕYΓ |M )。据命题 2.3（1），g (é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M )) ⊆ g (é M (| ϕX'Γ |M , | ϕYΓ |M ))。
据 é Γ 的定义，é Γ (XΓ , YΓ ) ⊆ é Γ (X'Γ , YΓ )。 

条件（2）：如果对 XΓ 中任意的 wΓ 都有 é Γ ({wΓ }, YΓ)⊆ZΓ, 则 é Γ (XΓ, YΓ)⊆ZΓ。 

设 wΓ 是 XΓ 的任意元素，é Γ ({wΓ}, YΓ)⊆ZΓ。由命题 2.3（2），可得 g* (é Γ ({wΓ}, YΓ)) ⊆ g* 
(ZΓ)。根据命题 2.3（4），é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ g* (g (é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M )))。据根据 é Γ 的

定义，g (é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M )) = é Γ ({wΓ}, YΓ)。因此，g* (g (é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M ))) = g* (é Γ 

({wΓ}, YΓ))。根据命题 2.3（6），g* (ZΓ) = |ϕZΓ |M。以上说明，é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ g* (g (é 

M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M ))) = g* (é Γ ({wΓ}, YΓ)) ⊆ g* (ZΓ) = |ϕZΓ |M，即对任意的 wΓ ∈XΓ，é M (| ϕ{wΓ} 

|M , | ϕYΓ |M ) ⊆ |ϕZΓ |M。 

根据定义，对任意的 wM∈|ϕXΓ |M ，都有某个 w'Γ ∈XΓ ，使得 wM∈|ϕ{w'Γ} |M，于是，根据

定理 1.1（1），é M ({wM} , | ϕYΓ |M ) ⊆ é M (| ϕ{w'Γ } |M , | ϕYΓ |M )。又据上面所证，对任意的 wΓ ∈XΓ，

é M (| ϕ{wΓ} |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ |ϕZΓ |M，所以，对任意的 wM∈|ϕXΓ |M，é M ({wM} , | ϕYΓ |M ) ⊆ |ϕZΓ |M。
对此，根据定理 1.1（2），é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ |ϕZΓ |M。再根据命题 2.3（1），g (é M (| ϕXΓ |M , 
| ϕYΓ |M )) ⊆ g (|ϕZΓ |M )。对于 g (é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M ))，由é Γ 的定义，g (é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M )) = 
é Γ (XΓ, YΓ)；对于 g (|ϕZΓ |M )，由上面已证，g (|ϕZΓ |M ) = g (g* (ZΓ))，再根据命题 2.3（3），      g 
(g* (ZΓ)) = ZΓ。于是，é Γ (XΓ, YΓ)⊆ZΓ。 

条件（3）：如果 é Γ (XΓ, YΓ)⊆ZΓ ，则 é Γ (WΓ, XΓ ∩YΓ)⊆ZΓ。 

设 é Γ (XΓ, YΓ)⊆ZΓ 。据根据 é Γ 的定义和命题 2.3（2），（4），（6），é M (| ϕXΓ |M , | ϕYΓ |M ) ⊆ 
|ϕZΓ |M 。根据定理 1.1（3），é M (WM, | ϕXΓ |M ∩ | ϕYΓ |M ) ⊆ |ϕZΓ |M 。既然 WM = | ϕMΓ |M ，并且

| ϕXΓ |M ∩ | ϕYΓ |M = | ϕXΓ ∩YΓ |M ，é M (| ϕMΓ |M , | ϕXΓ ∩YΓ |M ) ⊆ g* (ZΓ)。据根据 é Γ 的定义和命题

2.3（3）和（1），é Γ (WΓ, XΓ ∩YΓ)⊆ZΓ。■ 

 

推论 3.1  设〈WΓ, é Γ〉是任意的 Γ -典范框架。对该框架上的任意指派σ ，〈WΓ, é Γ, σ 〉
是一个 M-模型。  

推论 3.2  设 Γ 是任意有穷公式集。关于 Γ -典范模型〈WΓ , é Γ , σ Γ〉是 M-模型。  

 

引理 3.4（Γ-典范模型定理）  设 ϕ 是任意的公式，Γ 是任意有穷公式集。如果 ϕ ∈CCL(Γ)，
则对任意的 XΓ ⊆ Γ，MΓ |= XΓ ϕ ，当且仅当，XΓ ⊆ | ϕ |Γ 。 

证  

（1）设 ϕ 是命题变元 p 。根据 || ϕ ||MΓ 的定义，以及 σ Γ 和 | ϕ |Γ 的定义，|| ϕ ||MΓ=     
|| ϕ ||Γ = σ Γ(p) = | p |Γ 。 

（2）设 ϕ 是公式 ¬α 。|| ϕ ||MΓ = || ¬α ||Γ = WΓ－|| α ||Γ 。据归纳假设，|| ϕ ||MΓ = WΓ－     
| α  |Γ = | ¬α |Γ = | ϕ |Γ 。 

（3）设 ϕ 是公式 α →β。|| ϕ ||MΓ = || α  →β ||Γ = (WΓ－|| α  ||Γ ) ∪|| β ||Γ 。据归纳假设，     || 
ϕ ||MΓ = (WΓ－| α |Γ ) ∪ | β |Γ = | α  →β |Γ = | ϕ |Γ 。 
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（4）设 ϕ 是公式 α  > β 。|| ϕ ||MΓ = || α  > β ||Γ = ∪{XΓ ⊆ WΓ : é (XΓ, ||α ||Γ ) ⊆ || β ||Γ }。据

归纳假设，|| ϕ ||MΓ = || α > β ||Γ = ∪{XΓ ⊆ WΓ : é (XΓ, |α |Γ ) ⊆ | β |Γ }。据 é Γ 的定义，|| ϕ ||MΓ = 

∪{XΓ ⊆ WΓ : é M (| ϕXΓ |M , |α |M ) ⊆ | β |M }。根据引理 1.2，|| ϕ ||MΓ = ∪{XΓ ⊆ WΓ : | ϕXΓ |M ⊆  |α 
> β |M ) }。根据 g 的定义和命题 2.3（1），|| ϕ ||MΓ = ∪{XΓ ⊆ WΓ : g (| ϕXΓ |M )⊆ g (|α > β |M ) } = 

∪{XΓ ⊆ WΓ : XΓ ⊆ |α > β |Γ } = |α > β |Γ = | ϕ |Γ 。■ 

 

定理 3.1  设 α 是任意的公式。如果 α 不是 M 定理，则存在 M-模型 MΓ ，存在 X ⊆ WΓ ，

MΓ |= X ¬α 。 

证  令 Γ = {α }，可以得到关于{α } 的典范模型。再由推论 2.2，引理 2.4 可得。■ 

 

根据定理 3.1，所有集选框架的类是刻画 M 的框架类，因此 M 是框架类完全的。 

Γ-典范模型方法是有穷方法。如果 Γ 有穷，得到的典范模型有穷。上面不仅证明了 M 的

完全性，还证明了 M 有有穷模型性，因此 M 是可判定的。 
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Abstract： In this paper, we proved the completeness of system M  with respect to the class of Γ-canonical 
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