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陈小平[1]提出了一个意图后承的概念。本文对

此概念作了一些改动，并在此基础上，给出一个刻

画意图后承的逻辑 ICL。 

1  ICL的基础 
ICL 以古典命题逻辑为基础。除了常用的赋值

(本文称为古典赋值)，重言式、矛盾式、逻辑等值(本
文称为古典等值)外，还需要以下一些记号和概念。 

α中出现的全体命题变项的集合记作[α]。 
定义 1.1  非退化  设α是古典公式。称α是非

退化的，如果α既不是矛盾式，也不是重言式。 
显然，α 是非退化的，当且仅当，既存在古典

赋值 V，使得 V(α) = t，也存在古典赋值 V，使得
V(α) = f。 

定理 1.1  如果β和ϕ都是非退化的，且[β]∩[ϕ] 
= ∅，则β(ϕ / p)也是非退化的。■ 

定义 1.2  强等值  设α, β是古典公式。称α和β
强等值，如果α和β古典等值且[α] = [β]。 

定理 1.2  如果ϕ和ψ强等值，则 
(1) α和α[ψ / ϕ]也强等值。 
(2) α是非退化的，当且仅当，α[ψ / ϕ]是非退化

的。■ 
定义 1.3  下反对性质  设ϕ1,⋯, ϕk是k个古典

公式。称ϕ1,⋯, ϕk有下反对性质，如果任给古典赋值

V，V(ϕ1),⋯, V(ϕk)中至多只有一个为f。 
记∧i≠j (ϕi∨ϕj)为所有形如ϕi∨ϕj (1≤i<j≤k)的

析取式的合取。 
定理 1.3  ϕ1,⋯, ϕk 是k个古典公式。ϕ1,⋯, ϕk 有

下反对性质，当且仅当，∧i≠j (ϕi∨ϕj)是重言式。■ 

2  ICL的形式语言和语义解释 
ICL的形式语言是古典命题逻辑形式语言P的

扩张。初始符号包括：(1) 命题变项  p1,⋯, pn,⋯⋯；
(2) 联结词  ¬、∧、∨；(3) 意图蕴涵  ⇒；(4) 括
号。 

形成规则有两个。 
P-公式的形成规则：(1) 命题变项是 P-公式；

(2) 如果α是 P-公式，则¬α是 P-公式；(3) 如果α, β
是 P-公式，则(α∧β)，(α∨β)是 P-公式； 

意图蕴涵式形成规则：如果α, β是 P-公式，则
α⇒β是意图蕴涵式。 

全体 P-公式的集合记为 Form(P)。P-公式和古
典公式一样，所以可以使用重言式、矛盾式、强等

值、下反对性质等。 
和古典命题逻辑一样定义联结词→和↔、定义

代入α(ϕ / p)和置换α[ψ / ϕ]。 
我们将通过定义关于P-公式的认知赋值和认知

模型等概念给出关于意图蕴涵式的有效性概念。并



 

通过有效的意图蕴涵式来刻画意图后承。 
定义 2.1  认知赋值  V是 Form(P)到{t, f, u}的

映射。称 V是一个认知赋值，如果 V满足以下条件： 

t V(α) = f 
f V(α) = t； (1) V(¬α) = 
u V(α) = u 

 
t V(α) = t且 V(β) = t 

f 
(V(α) = t且 V(β) = f)或 
(V(α) = f且 V(β) = t) 

(2) V(α∧β) = 

u V(α) = u或 V(β) = u 
 

t 
(V(α) = t且 V(β) = f)或 
(V(α) = f且 V(β) = t) 

f V(α) = f且 V(β) = f 
(3) V(α∨β) = 

u V(α) = u或 V(β) = u 

全体认知赋值记为Π。 
任何古典赋值也是认知赋值，是在任何命题变

项上都不取 u值的认知赋值。 
认知赋值 V由 V在命题变项上的值所确定，所

以只要给定了 V在命题变项上的值，也就给定了 V。
并且 V(α)由 V 在[α]中的命题变项上的值所确定，
所以有以下定理： 

定理 2.1  设α是任意的 P-公式，V和 V′是任意
的认知赋值，如果任给 p∈[α]，都有 V(p) = V′(p)，
则 V(α) = V′(α)。■ 

定义 2.2  认知模型  V是一个认知赋值，α是
P-公式。称 V是α的一个认知模型，如果 V(α) ≠ u。 

由认知赋值的定义可知，如果 V 是α的认知模
型，则 V 在α上的性质和古典赋值基本一样的，特
别地有： 

定理 2.2  α是 P-公式，V是认知模型。 
(1) V(¬α) = t，当且仅当，V(α) = f。 
(2) V(α∧β) = t，当且仅当，V(α) = t且 V(β) = t。 
(3) V(α∨β) = t，当且仅当，V(α) = t或 V(β) = t。 
(4) 若 V(β) = t且 V(β→α) = t，则 V(α) = t。■ 
定义 2.3  认知抽象关系  认知抽象关系≤是Π

上的一个满足以下条件的二元关系： 
V≤V′，当且仅当，任给命题变项 p，都有如果

V(p) ≠ u，则 V(p) = V′(p)。 
将 V≤V′且 V ≠ V′记为 V<V′。 
由认知赋值和认知模型的定义直接可得： 

定理 2.3  α是任意的 P-公式， 
(1) V是α的认知模型，任给认知赋值 V′，如果

V≤V′，则 V(α) = V′(α)。 
(2) α的任何认知模型都能扩充为古典赋值，即

任给α的认知模型 V，都存在古典赋值 V*，使得
V≤V*，因此 V(α) = V*(α)。■ 

定义 2.4  极小认知模型  V是认知赋值，α是
P-公式。称 V是α的极小认知模型，如果： 

(1) V是α的认知模型， 
(2) 不存在α的认知模型V′，使得V′<V且V(α) 

= V′(α)。 
α的全体极小认知模型的集合记为 K(α)。显然，

如果[α] = [β]，则 K(α) = K(β)。 
由极小认知模型的定义直接可得： 
定理 2.4  设α是任意的 P-公式， 
(1) 任给α的认知模型 V′，存在α的唯一的极小

认知模型 V，使得 V(α) = V′(α)。 
(1) 任给古典赋值 V*，存在α的唯一的极小认

知模型 V，使得 V(α) = V*(α)。■ 
重言式、矛盾式和强等值对于认知赋值有以下

性质： 
定理 2.5 
(1) α是重言式，当且仅当，任给 V∈K(α)，都

有 V(α) = t。 
(2) α是矛盾式，当且仅当，任给 V∈K(α)，都

有 V(α) = f。 
(3) α和β强等值，当且仅当，[α] = [β]且任给

V∈K(α)，都有 V(α) = V(β)。■ 
定义 2.5  满足  设α⇒β是任意的意图蕴涵式，

V∈K(β)。称 V满足α⇒β，记为 V |=  α⇒β，如果： 
(1) β是非退化的， 
(2) 存在 V′∈K(α)，使得 V≤V′且 V′(α) = V(β)。 
V不满足α⇒β的条件是：β是退化的，或，任给

V′∈K(α)，都有如果 V≤V′，则 V′(α) ≠ V(β)。 
定义 2.6  有效性  α⇒β是意图蕴涵式，称α⇒β

是有效式，或称α⇒β有效，如果任给 V∈K(β)，都有
V |=  α⇒β。α⇒β是有效式记为 |=  α⇒β。 

由定义可知，α⇒β不是有效式的条件是：β是退

化的，或，存在 V∈K(β)，使得任给 V′∈K(α)，都有
如果 V≤V′，则 V′(α) ≠ V(β)。 

α⇒β是有效式就是说β是α的意图后承。所以在

ICL 中是把意图后承化归为有效的意图蕴涵式来讨
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论的。 

3  ICL的语义性质 
定理 3.1  如果 |=  α⇒β，则 
(1) β是非退化的。 
(2) α是非退化的。 
证  (1) 由定义。 
(2) 因为β不是重言式，由定理 2.5(1)，所以存

在 V∈K(β)，使得 V(β) = f。对于这个 V，由有效定
义，存在 V′∈K(α)，使得 V′(α) = V(β) = f。因此α
不是重言式。 

类似地，由定理 2.5(2)，可证α不是矛盾式。■ 
定理 3.1表明 ICL避免了重言式题和矛盾式作

为意图的副作用。 
引理 3.1  如果存在命题变项 p，使得 V(p) ≠ u 

且 p∉[α]，则 V∉K(α)。 
证  构造 V′，使得 V′(p) = u，而在其它命题变

项上取值同 V，则 V′<V。注意如果 V是α的认知模
型，则 V′也是α的认知模型，所以 V∉K(α)。■ 

引理 3.2  V∈K(α)的等价条件是：任给命题变
项 p，都有 V(p) ≠ u 当且仅当 p∈[α]。 

证  设 V∈K(α)。任给命题变项 p，如果 p∈[α]，
则由 V是α的认知模型得 V(p) ≠ u，如果 V(p) ≠ u，
则据引理 3.1，由 V是 α 的极小模型得 p∈[α]。 

设 V∉K(α)。有两种情况： 
当 V不是α的认知模型时，存在命题变项 p，使

得 p∈[α]且 V(p) = u。 
当 V是α的认知模型但不是极小模型时，存在α

的认知模型 V′，使得 V′<V，所以存在命题变项 p，
使得 V′(p) = u且 V(p) ≠ u，由 V′(p) = u得 p∉[α]，
因此存在命题变项 p，使得 V(p) ≠ u且 p∉[α]。■ 

定理 3.2  如果 |=  α⇒β，则[β] ⊆ [α]。 
证  取 V∈K(β)，由 |=α⇒β得存在 V′∈K(α)，

使得 V≤V′。 
任给命题变项 p，如果 p∈[β]，则由引理 3.2得

V(p) ≠ u。又由 V≤V′得 V′(p) ≠ u。再由引理 3.2
得 p∈[α]。■ 

由定理 3.2表明了 ICL避免了意图后承引入新
文字的副作用问题。 

|=  α⇒β主要用于[β] ≠ [α]。当[α] = [β]时，可以
证明 |=  α⇒β退化为古典等值。 

引理 3.3  设 V和V′分别是 α 和 β 的极小认

知模型，如果[α] = [β]且 V≤V′，则 V = V′。■ 
定理 3.3  如果[α] = [β]，那么，|=  α⇒β 当且仅

当α和β古典等值且β是非退化的。 
证  设 |=  α⇒β，证α和β古典等值。 
任给古典赋值 V*，由定理 2.4，存在 V∈K(β)，

使得 V(β) = V*(β)，对于 V，存在 V′∈K(α)，使得
V≤V′且V′(α) = V(β)，由V≤V′和引理3.3得V = V′，
所以 V*(α) = V(α) = V′(α) = V(β) = V*(β)。 

设α和β古典等值且β是非退化的，证 |=  α⇒β。 
任给 V∈K(β)，由定理 2.3，存在古典赋值 V*，

使得 V*(β) = V(β)，由α和β古典等值得 V*(α) = 
V*(β)，所以 V(α) = V*(α) = V*(β) = V(β)，由[α] = [β]
得 V∈K(α)。 

取 V′ = V，就有 V |=  α⇒β。因此 |=  α⇒β。■ 

推论 3.4  |=  α⇒β 且 |=  β⇒α，当且仅当，α和
β强等值且β是非退化的。■ 

根据以上结果，我们可以得到一些有效式和非

有效式。 
由推论 3.4可得古典逻辑中的同一律、幂等律、

交换律、结合律、分配律、双重否定律、De-Morgan
律等，仍是意图蕴涵下的有效式。所以它们也是意

图后承的规律。 
由定理 3.2可得 p⇒p∨q, q⇒p∨q, p⇒p∧(p∨q), 

p⇒p∨(p∧q)等，其中 p ≠ q，非有效。 
由推论 3.4可得 p∧q⇒p∨q, p∨q⇒p∧q等，其

中 p ≠ q，非有效。 

4  ICL的公理系统和可靠性 
我们建立 ICL的公理系统，以推出所有有效的

意图蕴涵式。 

一、公理 

A1  p1⇒p1。 
A2  p1∨p2⇒p1。 
二、推演规则 

1. 代入规则 
从α⇒β推出α(ϕ / p)⇒β(ϕ / p)，其中ϕ是非退化

的，[α]∩[ϕ] = ∅，[β]∩[ϕ] = ∅。 
2. 置换规则 
从α⇒β推出α[ψ / ϕ]⇒β[ψ / ϕ]，其中ϕ和ψ强等

值。 
3. 合取规则 
从 α1⇒β1和 α2⇒β2推出 α1∧α2⇒β1∧β2，其中
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β1→α1和β2→α2都是重言式，β1∧β2不是矛盾式，[α1] 
= [α2]，[β1] = [β2]。 

4. 添加规则 
从α⇒β推出α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯∧(ϕk∨ψk)⇒β，其中

β→α是重言式，ψ1,⋯, ψk都不是矛盾式，ϕ1,⋯, ϕk有

下反对性质，([β]∪[ϕ1]∪⋯∪[ϕk])∩([ψ1]∪⋯∪[ψk]) 
= ∅。 

证明和内定理的定义如常。α⇒β是内定理记为 
|−  α⇒β。 

定理 4.1 
(1) |−  α⇒α，其中α是非退化的。 
(2) |−  α∨β⇒α，其中α是非退化的，[α]∩[β] = 

∅。 
证  (1) 取p ≠ p1且p∉[α]。从公理p1⇒p1出发，

将p代入p1得p⇒p，再将α代入p得α⇒α。 
(2) 取p ≠ p1，p ≠ p2，p∉[α]，p∉[β]，q ≠ p1，

q ≠ p2，q∉[α]，q∉[β]，p ≠ q。 
从公理p1∨p2⇒p1出发，将p代入p1得p∨p2⇒p，

再将q代入p2得p∨q⇒p，再将α代入p得α∨q⇒α，最
后将β代入q得α∨β⇒α。■ 

定理 4.2   
(1) 如果α和α′强等值，β和β′强等值，则 

|−  α⇒β 当且仅当 |−  α′⇒β′。 
(2) 如果β非退化，α和β强等值，则 |−  α⇒β。 
证  (1) 从 |−  α⇒β出发经过两次置换 (一次

用α′置换α，一次用β′置换β) 就得到 |−  α′⇒β′。 
类似地，从 |−  α′⇒β′出发经过两次置换得到 

|−  α⇒β。 
(2) 从(1)和定理 4.1(1)直接得到。■ 

以下证明 ICL的可靠性。 
引理 4.1  公理 A1是有效式。 
证  因为p1是非退化的，而且p 1和p 1强等值，

由定理 3.3，A1是有效式。■ 

引理 4.2  公理 A2是有效式。 
证  任给V∈K(p1)，取V′如下： 
V′(p1) = V(p1)，V′( p2) = t， 
V′(p) = u (p ≠ p1且p ≠ p2)， 

则V′∈K(p1∨p2)且V≤V′，又V′(p1∨p2) = V′(p1) = 
V(p1)。■ 

引理 4.3  代入规则保持有效性。 
证  设α⇒β是有效式，证明α(ϕ / p)⇒β(ϕ / p)是

有效式。 

由α⇒β是有效式得β是非退化的，因为又ϕ是非

退化的且[β]∩[ϕ] = ∅，所以由定理 1.1得β(ϕ / p)是
非退化的。 

任给V∈K(β(ϕ / p))，取V1如下： 
V1(p) = V(ϕ)，q∈[β]且q ≠ p时V1(q) = V(q)， 
其它情况V1(q) = u， 

则V1∈K(β)且V1(β) = V(β(ϕ / p))。 
因为α⇒β是有效式，所以存在V2∈K(α)，使得

V1≤V2且V2(α) = V1(β)。由V1≤V2得V2(p) = V1(p)，
取V′如下： 

q∈[α]时V′(q) = V2(q)，q∈[ϕ]时V′(q) = V(q)， 
其它情况 V′(q) = u， 

则V′∈K(α(ϕ / p))，且V′(ϕ) = V(ϕ) = V1(p) = V2(p)，
所以V′(α(ϕ / p)) = V2(α)。 

因此存在 V′∈K(α(ϕ / p))，使得 V≤V′且 
V′(α(ϕ / p)) = V2(α) = V1(β)= V(β(ϕ / p))。■ 

引理 4.4  置换规则保持有效性。 
证  设α⇒β是有效式，证明α[ψ / ϕ]⇒β[ψ / ϕ] 

是有效式。 
由α⇒β是有效式得β是非退化的，由ϕ和ψ强等

值，由定理 1.2(2)，β[ψ / ϕ]也是非退化的。 
因为ϕ和ψ强等值，由定理 1.2(1)，所以β和 

β[ψ / ϕ]强等值且α和α[ψ / ϕ]强等值。 
任给 V∈K(β[ψ / ϕ])，因为β和β[ψ / ϕ]强等值，

由定理 2.5(3)，所以 V∈K(β)，且 V(β) = V(β[ψ / ϕ])。 
因为α⇒β是有效式，所以存在 V′∈K(α)，使得

V≤V′且 V′(α) = V(β)。因为α和 α[ψ / ϕ]强等值，由
定理 2.5(3)，所以 V′∈K(α[ψ / ϕ])，且 V′(α[ψ / ϕ]) = 
V′(α)。 

因此存在 V′∈K(α[ψ / ϕ])，使得 V≤V′且 
V′(α[ψ / ϕ]) = V′(α) = V(β) = V(β[ψ / ϕ])。■ 

引理 4.5  合取规则保持有效性。 
证   设 α1⇒β1和 α2⇒β2都是有效式，证明

α1∧α2⇒β1∧β2， 
由α1⇒β1和α2⇒β2都是有效式得β1和β2都不是重

言式，所以β1∧β2不是重言式，又β1∧β2不是矛盾式，

因此β1∧β2是非退化的。 
任给V∈K(β1∧β2)。 
如果V(β1∧β2) = t，由定理 2.3，则存在古典赋

值V*，V*(β1∧β2) = V(β1∧β2) = t，由β1→α1和β2→α2都

是重言式得β1∧β2→α1∧α2是重言式，所以V*(α1∧α2) 
= t = V(β1∧β2)。 
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对于V*，由定理 2.4，存在V′∈K(α1∧α2)，使得
V′(α1∧α2) = V*(α1∧α2) 且 V≤V′ ， 所 以 存 在
V′∈K(α1∧α2)，使得V≤V′且V′(α1∧α2) = V*(α1∧α2) 
= V(β1∧β2)。 

如果V(β1∧β2) = f，则V(β1) = f或V(β2) = f，不妨
假设V(β1) = f。 

因为V∈K(β1)，所以存在V′∈K(α1)，使得V≤V′
且V′(α1) = V(β1) = f，因此V′(α1∧α2) = f。 

注意V′∈K(α1∧α2)，所以存在V′∈K(α1∧α2)，
使得V≤V′且V′(α1∧α2) = f = V(β1∧β2) = f。■ 

引理 4.6  添加规则保持有效性。 
证   设α⇒β是有效式，证明α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯

∧(ϕk∨ψk)⇒β是有效式。 
任给 V∈K(β)。 
如果 V(β) = t，由定理 2.3，则存在古典赋值 V*，

V*(β) = V(β) = t。 
因为ϕ1,⋯, ϕk有下反对性质，所以至多只有一

个ϕi，使得V*(ϕi) = f。对于这个ϕi，因为ψi不是矛盾

式，所以存在Vi，使得Vi(ψi) = t。取V′如下： 
q∈[β]∪[ϕ1]∪⋯∪[ϕk]时V′(q) = V*(q)， 
q∈[ψ1]∪⋯∪[ψk]时V′(q) = Vi(q)， 
q是[α]中其它命题变项时 V′(q) = t， 
其它情况 V′(q) = u， 

则V′∈K(α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯∧(ϕk∨ψk))且V≤V′，V′(β) 
= V*(β) = t，由β→α是重言式得V′(β→α) = t，V′(ϕj) = 
V*(ϕj) = t (j ≠ i)，V′(ψi) = Vi(ψi) = t。 

当j ≠ i时由V′(ϕj) = t得V′(ϕj∨ψj) = t，由V′(ψi) 
= Vi(ψi) = t得V′(ϕi∨ψi) = t，又V′(α) = V*(α) = t，所
以V′(α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯∧(ϕk∨ψk)) = t。 

因此V′∈K(α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯∧(ϕk∨ψk))，使得
V≤V′且V′(α∧(ϕ1∨ψ1)∧⋯∧(ϕk∨ψk)) = t = V(β)。■ 

由引理 4.1-4.6得： 
定理 4.3  可靠性定理  如果 |−  α⇒β，则 

|=  α⇒β。■ 

5  范式和完全性 
我们利用范式证明 ICL的公理系统的完全性。 
定义 5.1  完全简单析取  X = {p1,⋯, pn}是有

限非空的命题变项集合。析取式α1∨⋯∨αn称为相对

于X的完全简单析取，简称完全析取，如果任给
1≤i≤n，都有αi是pi或¬pi。 

定义 5.2  完全合取范式  X是有限非空的命

题变项集合。合取式ϕ1∧⋯∧ϕk称为相对于X的完全
合取范式，简称完全范式，如果任给 1≤i≤k，都有
ϕi是相对于X的完全析取，并且各不相同。 

据此以上定义，我们有，如果ϕ是相对于 X 的
完全析取，则[ϕ] = X；如果ϕ是相对于 X的完全范
式，则[ϕ] = X。 

定理 5.1  如果α不是重言式，则存在唯一的相
对于[α]的完全范式α*，使得α和α*强等值。■ 

这个α*称为α的完全范式。 
定义 5.3  设α是任一公式，ϕ是相对于[α]的完

全析取。V称为ϕ的特征赋值，如果 V∈K(α)，V(ϕ) 
= f，并且对任何相对于[α]的完全析取ψ，如果ψ ≠ ϕ，
则对任何 V≤V′，都有 V′(ψ) = t。 

定理 5.2  如果ϕ是相对于[α]的完全析取，则存
在ϕ的特征赋值。 

证  设[α] = {p1,⋯, pn}，ϕ = ϕ1∨⋯∨ϕn，取V
如下： 

ϕi = pi时V(pi) = f，ϕi = ¬pi时V(pi) = t， 
其它情况 V′(q) = u， 

则V∈K(α)，且任给 1≤i≤n，都有V(ϕi) = f，所以V(ϕ) 
= f。 

对任何相对于[α]的完全析取 ψ = ψ1∨⋯∨ψn，

如果 ψ ≠ ϕ，则存在 1≤i≤n，使得ψi ≠ ϕi，对任何

V≤V′，都有V′(ψi) = V(ψi) ≠ V(ϕi) = f，所以V′(ψi) = 
t，因此V′(ψ) = t。■ 

我们还需要一种新的范式。 
定义 5.4  混合析取  X 和 Y 都是有限非空的

命题变项集合，且 X∩Y = ∅。析取式α∨β称为相对
于<X, Y>的混合析取，如果α是相对于 X的完全析
取，[β] = Y。α称为这个混合析取的简单部分。 

如果α∨β是<X, Y>的混合析取，则[α∨β] = 
X∪Y，[α]∩[β] = ∅。 

定义 5.5  混合合取范式  X是有限非空的命
题变项的集合。合取式ϕ1∧⋯∧ϕk称为相对于<X, Y>
的混合合取范式，简称混合范式，如果任给 1≤i≤k，
都有ϕi是相对于<X, Y>的混合析取，并且它们的简
单部分各不相同。 

如果ϕ是相对于<X, Y>的混合范式，则[ϕ] = 
X∪Y。 

定理 5.3  如果 α 不是重言式，[β] ⊆ [α]且[β] 
≠ [α]，则存在相对于<[β], [α] \ [β]>的混合范式α#，

使得α和α# 强等值。 
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证  先取α的完全范式α*，将[β]中的命题变项
出现相同的合取支用分配律置换成公式ϕ∨ψ，它就

是相对于<[β], [α] \ [β]>的混合析取。 
这样置换后，这些混合析取的简单部分各不相

同，就得到了相对于<[β], [α] \ [β]>的混合范式。■ 
这个α# 称为α的相对于β的混合范式。 
我们分三种情况讨论α⇒β的有效性，并且，当

α⇒β是有效式时，证明α⇒β是内定理。 
一、α是退化的，或β是退化的，或[β] ⊆/ [α]。 
这时根据由定理 3.1和 3.2，α⇒β不是有效式。 
二、α和β 都是非退化的，且[α] = [β]。 
这时，据定理 3.3，α⇒β是有效式当且仅当α和β

强等值。据定理 4.2 (2)，由β是非退化的，α和β强等
值，可得 |−  α⇒β。 

三、α 和 β 都是非退化的，且[β] ⊆ [α]且[β] ≠ 
[α]。 

这时，由定理 5.1，定理 5.3和引理 4.4，存在β
的完全范式β*，α的相对于[β]的混合范式α#，使得 
α⇒β 是有效式，当且仅当，α#⇒β*是有效式， 
再据由定理 4.2(1)，有 

|− α⇒β 当且仅当 |− α#⇒β*。 
所以只需证明 

如果α#⇒β*是有效式，则 |−  α#⇒β*。(*) 

设β* = β1∧⋯∧βk，我们考虑以下几种情况： 
(1) 存在 1≤i≤k，βi不是α

# 的任何合取支的简

单部分。 
(2) 不存在 1≤i≤k，βi不是 α# 的任何合取支的

简单部分。此时可设 
α# = (β1∨ϕ1)∧ ⋯ ∧(βk∨ϕk)∧(α1∨ψ1)∧ ⋯

∧(αm∨ψm)。 
对此，又可分为两种情况： 
(2-1) 存在 1≤i≤m，ψi是矛盾式， 
(2-2) 不存在 1≤i≤m，ψi是矛盾式， 
只须对情况(1)，(2-1)和(2-2)考虑命题(*)。 

引理 5.1  设α和β都是非退化的，[β] ⊆ [α]，[β] 
≠ [α]，β* = β1∧⋯∧βk是β的完全范式，α

# 是相对于

[β]的混合范式。 
如果存在 1≤i≤k，βi不是α

# 的任何合取支的简

单部分，则α#⇒β*不是有效式。 
证  由定理 5.2，存在βI 的特征赋值V，有V∈K(β)

且V(β) = f。以及任给V′∈K(α#)且V≤V′，α#的任何

合取支的简单部分在V′下都取t，又α# 的任何合取支

的简单部分都是[β*]的完全析取，因此 α# 的任何合

取支的简单部分在V′下都为t。所以V′(α) = t。 
因此，α#⇒β*不是有效式。■ 
引理 5.2  设α和β都是非退化的，[β] ⊆ [α]，[β] 

≠ [α]，β* = β1∧⋯∧βk是β的完全范式，α
# = 

(β1∨ϕ1)∧⋯∧(βk∨ϕk)∧(α1∨ψ1)∧⋯∧(αm∨ψm) 是
相对于[β]的混合范式。 

如果存在 1≤i≤m，ψi是矛盾式，则α
#⇒β*不是

有效式。 
证  由定理 5.2，存在 αi的特征赋值V，有 

V∈K(β*) 且 V(β*) = t。 
任给V′∈K(α#)且V≤V′，都有V′(αi) = f且V′(ψi) 

= f，所以V′(αi∨ψi) = f，所以V′(α#) = f。 
因此，α#⇒β*不是有效式。■ 
引理 5.3  设α和β都是非退化的，[β] ⊆ [α]， 

[β] ≠ [α]，β* = β1∧⋯∧βk是β的完全范式，α
# = 

(β1∨ϕ1)∧⋯∧(βk∨ϕk)∧(α1∨ψ1)∧⋯∧(αm∨ψm)是相
对于[β]的混合范式。如果对任意的 1≤i≤m，ψI都不

是矛盾式，则 |−  α#⇒β*。 
证  任给 1≤i≤k，都有 |−  βi∨ϕi⇒βi，多次使

用合取规则得 
|−  (β1∨ϕ1)∧⋯∧(βk∨ϕk)⇒β1∧⋯∧βk， 

再使用添加规则得 
|− (β1∨ϕ1)∧⋯∧(βk∨ϕk)∧(α1∨ψ1)∧⋯∧(αm∨ψm) 
  ⇒β1∧⋯∧βk， 

即 |−  α#⇒β*。■ 
综述以上讨论得： 
定理 5.4  完全性定理  如果 |=  α⇒β，则 

|−  α⇒β。■ 
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