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基本概念与定理

定义

设 Φe 是一个离线图灵机，f 是一个写在 Φe 只读带上的函数，
Φe, f 共同构成一个谕示图灵机，记为 Φf

e，f 称为 Φf
e 的神谕。

对数论函数 g，如存在谕示图灵机 Φf s.t. g = Φf，称 g 是 f-可计
算的。
如数论函数 g 可通过对初始函数（零函数、后继函数、投影函数）、
取极小函数和 f 有限多次运用复合、原始递归运算得到，则称 g
是 f-递归函数，或 g 可图灵归约到 f，记为 g ≤T f。

事实

≤T 是 NN 上偏序关系（自反，传递）。
g 是 f-可计算的 ⇔ g 是 f-递归函数

S-M-N 定理
∀m, n,∃ 递归函数 Sm

n s.t. ∀f, e, x, y(|x| = m, |y| = n)，
Φf

e(x, y) ↓= Φf
Sm

n (e,x)
(y) ↓。
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图灵度与图灵偏序

定义

对函数 f, g ∈ NN，
如 f ≤T g 且 g ≤T f，称 f 与 g 图灵等价，记为 f ≡T g。
如 f ̸≤T g 且 g ̸≤T f，称 f 与 g 图灵不可比，记为 f |T g。
f 的图灵度 deg(f) := {g|f ≡T g}。

由于 ⟨NN,≤T⟩ 是偏序，而 ≡T 显然是其上的正规等价关系，故我们可
记 D := NN/ ≡T，≤T 在 D 上诱导的关系仍记为 ≤T，我们有：

命题

⟨D,≤T⟩ 是偏序。
deg(∅) 是 D 最小元，记为 0。
∀d ∈ D, d 至多可数，{c|c ≤T d} 至多可数，但 D 不可数。
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图灵度与图灵偏序

命题 1.(3) 的证明.
只需证 ∀f ∈ NN，{g|g ≤T f} 至多可数，就有：

∀d ∈ D, d =deg(h) ⊆ {g|g ≤T f} 至多可数；
|{c|c ≤T d}| ≤ |{g|g ≤T h} 至多可数；
NN 不可数 ⇒ D 不可数。

而 ∀g ≤T f,∃e ∈ N，g = Φf
e ⇒ 存在从 N 到 {g|g ≤T f} 的满

射。
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图灵度与图灵偏序

定义

对 f ∈ NN，定义 f 的图灵跳跃 f ′
:= {e|Φf

e(e) ↓}。

命题 2
对 f ∈ NN，f ≤T f ′

，而 f ′ ̸≤T f。

证明 f ≤T f ′ .
x ∈graph(f) ⇔ ∀yΦf

e(x, y) ↓⇔ ∀yΦf
k(x)(y) ↓⇔ Φf

k(x)(Φ
f
k(x)) ↓⇔ k(x) ∈ f ′

，
graph(f) = f ′ ◦ k。
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图灵度与图灵偏序

定义

对 f ∈ NN，定义 f 的图灵跳跃 f ′
:= {e|Φf

e(e) ↓}。

命题

对 f ∈ NN，f ≤T f ′
，而 f ′ ̸≤T f。

证明 f ′ ̸≤T f.

假设 f ′ ≤T f，令 k(x) =
{
Φf

e(e) + 1 f;′(e) = 1

0 f;′(e) = 0
，知 k ≤T f ′ ≤T f。
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图灵度与图灵偏序

命题

f ≤T g ⇒ f ′ ≤T g ′。

证明.
断言：∀h ∈ NN, h′ ≡T {⟨x, e⟩|Φh

e(x) ↓}(= h0)

≥T: ⟨x, e⟩ ∈ h0 ⇔ Φh
k(⟨x,e⟩)(·) ↓⇔ Φh

k(⟨x,e⟩)(k(⟨x, e⟩)) ↓⇔ k(⟨x, e⟩) ∈
h′
。

只需证 f0 ≤T go:
⟨x, e⟩ ∈ f0 ⇔ Φ

Φg
a(=f)

e (x) ↓⇔ Φg
k(e)(x) ↓⇔ ⟨k(e), x⟩ ∈ g0

可见，≡T 对于跳跃运算也是个正规等价关系，我们将跳跃运算诱导的
D 中运算也称为图灵跳跃，图灵度 d 的图灵跳跃记为 d ′

。

命题 4
图灵偏序 D 无极大元。
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图灵偏序结构性质

定理

1 (Kleene Post)∃c, d s.t. c |T d 且 0 ≤T c, d ≤T 0
′
。

2 ∀c ̸= 0,∃d, c |T d。
3 ∃c, d s.t. c |T d 且 c ∧ d = 0，称 c, d 为一个极小对。
4 设 I 是 D 的一个可数理想，则存在 c, d，I = {b ∈ D|b ≤T c, d}，
称 c, d 为一个恰对。
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图灵偏序结构性质

定理

1 (Kleene Post)∃c, d s.t. c |T d 且 0 ≤T c, d ≤T 0
′
。

2 ∀c ̸= 0,∃d, c |T d。
3 ∃c, d s.t. c |T d 且 c ∧ d = 0，称 c, d 为一个极小对。
4 设 I 是 D 的一个可数理想，则存在 c, d，I = {b ∈ D|b ≤T c, d}，
称 c, d 为一个恰对。

定义

对函数 f, g，f ⊕ g(x) :=
{
F(n) x = 2n
g(n) x = 2n + 1

；

deg(f)∨deg(g) :=deg(f ⊕ g)；(易证良定义)
对函数列 {fi∈N}，定义 ⊕fi∈N(⟨i, x⟩) := fi(x)；
设 I ⊆ D，如 I 向下封闭且对 ∨ 封闭，称 I 是一个理想。
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图灵偏序结构性质

证明 (1).
只需证，存在 A, B ⊆ N，A |T B 且 A, B ≤T 0

′
。

计划：构造部分函数列 {αi∈N}, {βi∈N} ⊂ 2N，使得 A =
∪
{αi∈N}, B =

∪
{βi∈N}。

起点：α0 = β0 = ∅，处理 Φ0 设已处理完所有 Φl<k，处理 Φk

构造 α, β s.t. ΦA
k ̸= B,ΦB

k ̸= A

已构造完 αs, βs，问：是否存在 “αt”⊃ αs s.t.Φ
′′α′′

t
k (s + 1) ↓?

如存在，令 αt =“αt”，βt 定义为：βt(s + 1) = . . . βt(t) = 1−Φ
αt
k (s + 1)，则 Φ

αt
k ̸= βt。

如不存在，令 αs+1(s + 1) = βs+1(s + 1) = 1，知 Φ
αs+1
k ̸= βs+1。

已构造完 αs, βs，问：是否存在 “βt”⊃ βs s.t.Φ
′′β′′

t
k (s + 1) ↓?

. . . 可得 αt ⊃ αs, βt ⊃ βs，Φ
βt
k ̸= αt。

这一证明：1、本质是对角线法；2、可看作一个图灵度为 0′ 的算法：是否存在 αts.t.Φαt
k (s +1) ↓?
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图灵偏序结构性质

证明 4.
设 I = {Di|i ∈ N，∀n，Cn := ⊕Di≤n，知 I = {X|∃n,X ≤T Cn}。

起点：α = β = ∅， 已处理完所有 (Φi,Φj)(⟨i, j⟩ < k)，处理 (Φm,Φn)(⟨m, n⟩ = k)

构造 α, β s.t. Ck ≤T A, B，ΦA
m = ΦB

n = C ⇒ ∃k(C ≤T Ck)

至多已将 Cl 编入 α, β 的第 l 部分，k > l 是 αs, βs 均未被占用的最靠前的部分，令
α(⟨k, x⟩) = β(⟨k, x⟩) = Ck(x)。

问：是否存在 α∗ ⊃ α, β∗ ⊃ β，s.t. ∃x,Φα∗
m (x) ↓̸= Φβ∗

n (x) ↓?
如存在，令 α := α∗, β := β∗，知 ΦA

m = ΦB
n = C ⇒ C ≤T Ck。

如不存在，则对任 A ⊃ α, B ⊃ β，ΦA
m = ΦB

n = C ⇒ ∃k(C ≤T Ck)：
证：知 α 的度与某个 Cn 相同，设前提成立，下面从 α 计算 C: 对每个 x，宽度优先依次检查
α 的所有扩充，如存在 α∗ ⊃ s.t. Φα∗

i (x) ↓，C(x) = Φα∗
i (x)。
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算术层级

定义

如果 ∃e,A = dom(ΦB
e )，称 A 是 B 上递归可枚举（r.e.）集。

定义

对每个 n ∈ N，递归定义 Σn,Πn ⊆ L(+,×, 0, 1, <) 如下：
Σ0 = Π0 = {ϕ ∈ L(+,×, 0, 1, <)|ϕ 无量词 }；
Σk+1 = {∃yϕ|ϕ ∈ Πk}，Πk+1 = {∀yϕ|ϕ ∈ Σk}。

对每个 n ∈ N，定义 ∆n := Σn ∩Πn。

定义

A ⊆ N 是 Σn/Πn 集：存在 ϕ(x) ∈ Σn/Πn，a ∈ A ⇔ N ⊨ ϕ(a)。

事实

在算术模型 (N,+,×, 0, 1, <) 下，存在无量词公式 ϕ, ψ，对
e, s, x, y ∈ N，定义域有限的 σ ∈ NN，ϕN(e, s, x, y, σ) ⇔ Φσ

e,s(x) ↓= y，
ψN(e, s, x, σ) ⇔ Φσ

e,s(x) ↑。
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算术层级

定理
1 B 是 Σn+1 集 ⇔ 对某个 Πn 集 A,B 是 A 上 r.e. 集 ⇔ B 是

∅(n)(= ∅′...′) 上 r.e. 集。
2 B 是 ∆n+1 集 ⇔ B ≤T A(n)。

证明 (1).
B 是 Σ1 集 ⇔ [x ∈ B ⇔ 存在 y s.t. N ⊨ ϕ(y, x)](ϕ 无量词)，知 B
是 r.e. 集。
如 B 是 r.e. 集，x ∈ B ⇔ ∃s(Φe,s(x) ↓)，知 B 是 Σ1 集。
B 是 Σ2 集 ⇔ [x ∈ B ⇔ 存在 y s.t. N ⊨ ∀wϕ(y,w, x)](ϕ 是无量词
公式 )，
由上已证，∃w¬ϕ(y,w, x) 定义集是 r.e. 集，故是 ∅′-递归集，从而
其补集是 ∅′-递归集，从而 B 是 ∅′-r.e. 集。
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图灵偏序与二阶算术理论

定理

Th2(N,+,×, 0, 1, <) ≡ Th(D,≤T)。

定义

A 与 B 递归等价 (A ≡ B)：存在递归双射 f : NN，x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B。

事实

A ≡ B 当且仅当：存在递归单射 f, g : NN，
x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B, y ∈ B ⇔ g(y) ∈ A。
A ≡ B ⇒ A ≡T B。
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图灵偏序与二阶算术理论

定理

Th2(N,+,×, 0, 1, <) ≡ Th(D,≤T)。

证明：存在递归单射 f : L(≤T) → L2(+,×, 0, 1, <)

对 ϕ ∈ L(≤T) 定义 f(ϕ) ∈ L2(+,×, 0, 1, <) 为：
f(A ≤T B) = ∃e∀x∃s(ΦB

e,s(x) ↓= A(x))，
f(A = B) = f(A ≤T B) ∧ f(B ≤T A) 归纳步平凡。
知 ϕ ∈ Th(D,≤T) ⇔ f(ϕ) ∈ Th2(N,+,×, 0, 1, <) 且 f 是单射。
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图灵偏序与二阶算术理论

Slaman-Woodin 编码定理
令 S = {Ci|i ∈ N} ⊆ NN，其中 Ci,Cj 两两图灵不可比，取
C = ⊕Ci∈N，则存在 Go,G1 s.t.

∀Ci,∃D，D ≤T Ci ⊕ G0,Ci ⊕ G1 但 D ̸≤T Ci；
∀X，如 ∃D，D ≤T X ⊕ G0,X ⊕ G1 但 D ̸≤T X，则对某个 i，
Ci ≤T X。

因此，任一组两两不可比图灵度 {di|i ∈ N} 都可用唯一的三个图灵度
编码。

关系编码定理

对任 n ∈ N，存在 ϕn ∈ L(≤T)，对 D 上任 n-元可数关系 R，存在
y ∈ D s.t. x ∈ R ⇔ (D,≤T) ⊨ ϕ(x, y)。
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图灵偏序与二阶算术理论

证明：存在递归单射 f : L2(+,×, 0, 1, <) → L(≤T)
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